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考虑淬火残余应力铝合金厚板中椭圆裂纹Ⅰ型强度因子计算 

丁华锋，朱才朝，李大峰，杜雪松，刘明勇 

(重庆大学 机械传动国家重点实验室，重庆  400044) 

摘 要：基于实验及 Shiratori 的有限元数据，拟合出铝合金板淬火残余应力的分布函数，用 Shen­Glinka 法确定 

椭圆裂纹的Ⅰ型应力强度因子的权函数，推导出权函数系数的表达式。在此基础上分析几种裂纹表面经典应力分 

布时的Ⅰ型应力强度因子，与 Shiratori的有限元结果吻合良好，验证所建立的权函数具有较高的精度。结合淬火 

残余应力分布函数，推导出椭圆裂纹在淬火残余应力场中的Ⅰ型应力强度因子，得出不同点残余应力强度因子随 

裂纹扩展的变化趋势不同。 
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ModeⅠstress intensity factor calculation of elliptical cracks in 
aluminum alloy thick plates considering quenching residual stress 

DING Hua­feng, ZHU Cai­chao, LI Da­feng, DU Xue­song, LIU Ming­yong 

(State Key Laboratory of Mechanical Transmission, Chongqing University, Chongqing 400044, China) 

Abstract: Based on the experiments and Shiratori’s finite element data, the distribution functions of quenching residual 
stress in aluminum alloy plates were fitted, the weight functions of elliptical crack were derived by Shen­Glinka’s method. 
The weight functions were verified using available finite element results for basic mode of residual stress fields and good 
agreement  is  achieved,  which  approves  that  the  weight  functions  appear  to  be  particularly  suitable  for  residual  stress 
fields. Combined with the quenching residual stress distribution function, the mode I stress intensity factors of elliptical 
cracks in residual stress field were calculated using the weight functions, and the trends of residual stress intensity factor 
with crack propagation at different points are different. 
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高强度铝合金预拉伸板是现代航空航天、武器装 

备工业必不可少的关键材料 [1] ，其中铝合金厚板作为 

关键性的结构材料，使用范围广泛。然而铝合金厚板 

淬火后会产生很大的残余应力 [2] ，需要进行拉伸等工 

艺来消除或减小淬火残余应力。如果铝合金板材中存 

在裂纹等缺陷，在预拉伸过程中常常会发生断带，造 

成对拉伸机的损伤或破坏，影响其使用寿命。故需要 

在厚板预拉伸工艺前对铝合金板材进行探伤检测，目 

前，探伤时都未考虑不同厚度板材的淬火残余应力的 

影响，按经验设定裂纹等缺陷允许值。对于裂纹这样 

的缺陷， 应力强度因子(K)是裂纹尖端附近的应力状态 

一个重要表征参量。要准确地预测铝合金板材在预拉 

伸时断带的临界裂纹尺寸，需要对其在复杂应力场中 

的应力强度因子进行精确的计算。 

工程结构中，椭圆裂纹是最为常见的一种裂纹。 

这类裂纹应力强度因子的计算通常基于简单的纯拉伸 

或弯曲载荷， NEWMAN和 RAJU [3] 计算椭圆裂纹在纯 

拉伸和弯曲载荷下的应力强度因子。SHIRATORI 和 
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MIYOSHI [4] 计算了裂纹表面应力分别为均匀、线性、 

抛物线和立方分布的应力强度因子。1970—1972年， 
BUECKNER [5] 和  RICE [6] 提出的权函数法是解决复杂 

边界和载荷条件下的裂纹应力强度因子的有效方法， 

之后有众多学者对不同裂纹的权函数进行了深入的研 

究 [7−9] 。GLINKA 等 [10−12] 进一步发展了一种普遍适用 

的权函数，并应用于计算半椭圆裂纹、角裂纹的应力 

强度因子。 LAMMI和 LADOS [13] 研究了结构材料在动 

载荷条件下，残余应力对疲劳裂纹扩展的影响。2010 
年， BAO等 [14] 用权函数法和有限元法分别计算了考虑 

焊接应力的裂纹应力强度因子，计算结果表明，焊接 

应力对结构承载能力有较大的影响。 

由于淬火残余应力对铝合金板中裂纹的应力强度 

因子有较大影响，尤其是厚板淬火后会产生很大的残 

余应力， 在计算铝合金板材预拉伸时的应力强度因子， 

不能忽略淬火残余应力的影响。对于淬火残余应力场 

中裂纹应力强度因子的计算，国内外还鲜有研究。本 

文作者采用  Shen­Glinka 法确定残余应力场中裂纹的 

Ⅰ型应力强度因子权函数(KI)，推导出裂纹的残余应 

力强度因子。 

1  淬火残余应力的分布 

对铝合金淬火残余应力的分布已有很多学者做过 

大量研究，研究结果表明 [15−16] ，淬火残余应力厚度方 

向的残余应力远小于长度方向和宽度方向残余应力 

的，故厚度方向的残余应力可以忽略不计。淬火残余 

应力沿板材厚度呈“外压内拉”型分布 [2] ，从外至内 

由压应力逐渐过渡为拉应力，这一过渡为非单调的连 

续变化，且沿板材中心面呈对称分布。预拉伸时，铝 

合金板材承受的载荷为拉应力，故可只考虑长度方向 

的残余应力，不考虑宽度方向的残余应力，研究裂纹 

的Ⅰ型应力强度因子。 淬火残余应力分布具有对称性， 

可沿铝合金板材厚度方向取一半建立表面半椭圆裂纹 

模型，板材的长、宽、厚分别为 H、W、t，如图 1所 

示，其中椭圆裂纹的长轴为 2c，短轴长为 2a。只考虑 
z方向的淬火残余应力。 

为计算 z 向淬火残余应力场中的裂纹应力强度因 

子，需要得到淬火残余应力的分布函数。根据已有实 

验测试和数值模拟结果 [1−2] ，将数据归一化，铝合金板 

的残余应力在厚度方向上呈对称分布，淬火残余应力 

沿图 1 中 y 方向分布如图 2 所示，可将 z 向残余应力 

分布拟合成以下函数： 

0 ( ) [1.034sin(0.21 0.898) y y σ σ = + + 
0.206sin(0.567 8 3.26)] y +  , 0  y t ≤ ≤  (1) 

图 1  铝合金板半椭圆裂纹模型 

Fig. 1  Semi­elliptical cracks model of aluminum alloy plate 

图 2  残余应力沿厚度方向的分布 

Fig. 2  Residual stress distribution along thickness direction 

式中：  0 σ 为最大应力值。 

2  考虑残余应力的权函数法 

虽然已有很多学者对各种应力强度因子进行了广 

泛的研究 [17−18] ，但对于残余应力场中的应力强度因子 

的计算，权函数法无疑是一种最有效的方法，应力强 

度因子 K可表示为 

0 
( ) ( , )d 

a 
K y m y a y σ = ⋅ ∫  (2) 

式中：a为裂纹深度；  ) (y σ 为无裂纹体中假想裂纹处
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的应力分布；  ) , (  a y m  为对应的权函数。 

上式表明，在任意裂纹面载荷  ) (y σ 作用下，只要 

知道了该裂纹的权函数  ) , (  a y m  ， 则对应的应力强度因 

子可以通过积分求得。对于半椭圆表面裂纹，裂纹最 

深处 A点和表面 B点的应力强度因子最为重要，故只 

计算此两点的应力强度因子。对于 KI 的计算，SHEN 
和 GLINKA [11] 提出一种普遍适用的权函数法，裂纹最 

深处 A点的权函数(mA(y,a))可表示为 
2 

( , ) 
2π( ) A m y a 

a y 
= ⋅ 

− 
1 3 
2 2 

1 2 3 1 1 1 1 A A A 
y y y M M M 
a a a 

  
        + − + − + −               

    
(3) 

裂纹表面 B点的权函数(mB(y,a))为 
2 

( , ) 
π B m y a 
y 

= ⋅ 

1 3 
2 2 

1 2 3 1  B B B 
y y y M M M 
a a a 

  
        + + +               

    

(4) 

式中：  iA M  和  iB M  为权函数的系数，仅取决于裂纹的 

几何形状。 
A、B两点的应力强度因子可以分别表示为 

0 

0 

( ) ( , )d 

( ) ( , )d 

a 
A A 

a 
B B 

K y m y a y 

K y m y a y 

σ 

σ 

 =  
 
 =  

∫ 

∫ 
(5) 

要得到  A、B 两点的应力强度因子，须先确定权 

函数的系数  iA M  和  iB M  。根据权函数的性质，在  y=0 
处，有 

2 

0 2 
( , ) 

| 0 A 
y 

m y a 
y = 

∂ 
= 

∂ 
(6) 

在  y=a处，有 

1 2 3 1 0 B B B M M M + + + =  (7) 

SHIRATORI 和 MIYOSHI [4] 用有限元法研究半椭 

圆裂纹表面几种典型的应力分布，选择应力均分布和 

线性分布时的应力强度因子求解  iA M  和  iB M  。裂纹表 

面应力分布如图 3所示，可表示为如下形式： 

0 ( ) y σ σ =  (均分布)  (8) 

0 ( ) 1  y y 
a 

σ σ   = −   
  

(线性分布)  (9) 

将裂纹表面应力分布函数代入式(3)和(4)中， 对应 

的应力强度因子  J 
i K  (i=0, 1; J=A, B)分别为 

图 3  裂纹表面的应力分布 
Fig. 3  Reference  stress  fields  of  surface  cracks:  (a) Uniform 
stress field; (b) Linear stress field 

均分布  0 ( ) y σ σ = ： 

0 
0 0 0  0 

1/ 2 3/ 2 

1 2 3 

0 0 0 

1/ 2 3/ 2 
0 

1 2 3 0 

2 π 
2π( ) 

1 1 1 1 d 

π 

2  1 d 
π 

a A 
A 

A A A 

B 
B 

a 
B B B 

a K Y 
Q  a y 

y y y M M M y 
a a a 

a K Y 
Q 

y y y M M M y 
a a a y 

σ 
σ 

σ 

σ 

 
= = ⋅  

−  
          + − + − + −                      
 = = 
 
 

         + + +          
            

∫ 

∫ 
(10) 

线性分布  0 ( ) 1  y y 
a 

σ σ   = −   
  

： 

( ) 
0 

1 0 1  0 

1/ 2 3 / 2 

1 2 3 

0 

1 0 1  0 

1 / 2 3 / 2 

1 2 3 

2 1 
π 

2π 

1 1 1 1 d 

2 1 
π 

π 

1 d 

a A 
A 

A A A 

a B 
B 

B B B 

y 
a  a K Y 
Q  a y 

y y y M M M y 
a a a 

y 
a  a K Y 
Q  y 

y y y M M M y 
a a a 

σ 
σ 

σ 
σ 

  −   
  = = ⋅ 
− 

        + − + − + −         
          

  −   
  = = ⋅ 

        + + +         
          

 
 ∫  
 
 
 

∫ 
 
 
 
 
 

(11)
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式中： 
1.65 

1 1.464  a Q 
c 

  = +   
  

；Yi,j 为应力场的几何修正 

系数(i=0, 1, j=A, B)。 

结合式(6)和(7)，可以得到 A、B两点权函数系数 

的表达式： 

( ) 

( ) 

1 0 1 

2 

3 0 1 

2π 
2 3 4.8 

2 
3 
6π 

2 1.6 
2 

A A A 

A 

A A A 

M Y Y 
Q 

M 

M Y Y 
Q 

 = − −  
  =  
 
 = − + + 
  

(12) 

( ) 

( ) 

( ) 

1 0 1 

2 0 1 

1 0 1 

3π 
3 5 8 

15π  2 3 15 

3π 
7 10 8 

B B B 

B B B 

B B B 

M Y Y 
Q 

M Y Y 
Q 

M Y Y 
Q 

 
= − + −  

 
  = − +  
 
 
 = − + − 
  

(13) 

根据 SHIRATORI 和 MIYOSHI [4] 的有限元计算结 

果，在 0.2 / 0.8 a t ≤ ≤ 、 0.2 / 1.0 a c ≤ ≤ 的变化范围 

内，将 Yi,j 表示为 a/t和 a/c的函数： 

3 3 
2 

, , 
0 0 

( / ) ( / ) n m 
i j m n 

m n 
Y C a c a t 

= = 
= ∑∑  (i=0,  1;  j=A, B)  (14) 

式中：Cm,n 为各项系数，具体数值见表 1。 

解出 MiA 和 MiB 后，便确定了应力场中半椭圆裂 

纹 A、B 两点的权函数，结合式(5)便可求得 A、B 两 

点处在淬火残余应力场中的Ⅰ型应力强度因子。 

3  结果与讨论 

为了验证权函数的正确性，可以用文献[4]中有限 

元结果来检验。文献[4]中提供了几种典型的裂纹表面 

应力分布的数据，分别与本文权函数法计算出的结果 

进行对比。裂纹表面应力分布为 

0 ( ) 1 
n y y 

a 
σ σ   = −   

  
，n=0, 1, 2, 3  (15) 

将应力强度因子无量纲化： 

0  (π  ) / 
K M 
a Q σ 

=  (16) 

表 1  Yi,j 的各项拟合系数 

Table 1  Fitting coefficients of Yi,j 

Yi,j  Cm,n  n=0  n=1  n=2  n=3 

C0,n  1.093  −0.016 58  −0.020 0  −0.02649 

C1,n  3.229  −8.339  7.493  −1.923 

C2,n  2.450  −21.17  42.34  −24.52 
Y0A 

C3,n  −5.965  33.20  −58.05  31.39 

C0,n  0.470 1  −0.018 26  −0.377 9  0.217 3 

C1,n  1.744  −5.567  7.127  −2.956 

C2,n  2.805  −13.28  20.19  −10.44 
Y1A 

C3,n  −5.104  21.32  −31.58  15.79 

C0,n  0.267 0  1.552  −0.739 3  0.033 61 

C1,n  −1.291  17.46  −38.71  23.29 

C2,n  10.33  −81.55  175.4  −104.9 
Y0B 

C3,n  −10.35  84.99  −185.0  110.9 

C0,n  0.2805  1.041  −0.240 5  −0.139 4 

C1,n  −1.379  16.11  −35.43  21.18 

C2,n  9.560  −75.04  159.9  −94.74 
Y1B 

C3,n  −9.654  77.87  −166.9  98.95 

A、 B两点无量纲应力强度因子的计算结果对比图 

分别见图  4  和  5，图中 0.2 / 0.8 a t ≤ ≤ ， 0.2≤ 

/ 1.0 a c≤ 。 

从图 4 和 5 中可以看出，在 4 种裂纹表面应力分 

布的情况下，权函数法所得结果与 Shiratori 的有限元 

结果吻合良好，最大误差不超过  4%，证明所建立的 

权函数计算裂纹表面不同应力分布的应力强度因子精 

度比较高。图 6 所示为铝合金板 A、B 两点处Ⅰ型残 

余应力强度因子的计算结果，其中 0.2 / 0.8 a t ≤ ≤ ， 

0.2 / 1.0 a c ≤ ≤ 。 

从结果中可以看出，A 点无量纲应力强度因子随 

着椭圆裂纹短半轴与长半轴的比值  a/c 增大而减小， 

而 B点处的变化规律却相反。当裂纹短半轴与长半轴 

的比值  a/c 增大时，A 点的无量纲应力强度因子先增 

大后减小，而 B点的基本保持增大的趋势，这是因为 

随着裂纹的扩展，A 点裂纹表面的残余应力会进入淬 

火残余应力的压应力区域，而 B点始终位于淬火残余 

应力的拉应力区域。
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图 4  A点应力强度因子计算结果与有限元数据的对比 
Fig. 4  Comparison of weight function based stress intensity factors for point A with finite element data 

图 5  B点应力强度因子计算结果与有限元数据的对比 
Fig. 5  Comparison of weight function based stress intensity factors for point B with finite element data
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图 6  A点和 B点处的应力强度因子 

Fig. 6  Stress intensity factors of points A(a) and B(b) 

4  结论 

1)  利用裂纹表面均分布和线性分布应力对应的 

应力强度因子确定了铝合金板椭圆裂纹Ⅰ型应力强度 

因子的权函数，计算了裂纹表面应力为均匀分布、线 

性分布、平方分布和立方分布时的应力强度因子。 
2) 通过实验数据和 Shiratori的有限元模拟结果， 

将铝合金板淬火残余应力分布拟合成函数表达式，结 

合所确定的权函数，计算铝合金板的裂纹在淬火残余 

应力场中的Ⅰ型应力强度因子，结果表明，由于有淬 

火残余应力的影响，裂纹 A点的无量纲应力强度因子 

随裂纹的扩展而增大的趋势与裂纹 B点的趋势并不一 

样。 
3)  所建立的权函数方法不仅能有效地计算裂纹 

在淬火残余应力场中的应力强度因子，同时也适用于 

焊接应力、热应力等复杂应力场中裂纹应力强度因子 

的计算。 
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