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合金定向凝固一次枝晶间距模拟 
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摘 要：建立二元合金树枝晶生长的二维元胞自动机模型，模拟丁二腈−2.5%(质量分数)乙醇定向凝固枝晶生长和 

一次枝晶间距选择过程。模拟结果表明：在给定的凝固条件下，定向凝固一次枝晶间距可在一个范围内变化，其 

具体取值与凝固历史具有相关性。在相同的温度梯度和不同冷却速度下，模拟给出的一次枝晶间距上、下限与实 

验结果吻合较好，详细分析影响定向凝固一次枝晶间距上下限的因素。结果表明：在给定凝固条件和合金系条件 

下，液相中无对流，影响一次枝晶间距上下限的主要因素是界面能和溶质扩散系数。 
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Simulation of primary dendrite spacing in 
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Abstract: A two­dimensional cellular automaton model for simulation of dendritic growth during solidification of binary 
alloy was built. The microstructural evolution in a directionally solidified succinonitile­2.5% (mass fraction) ethanol alloy 
was  simulated.  The  results  show  that  the  primary  dendrite  spacing  may  vary  in  a  range  under  a  given  solidification 

condition. Its value depends on the solidification history of the sample. The calculated upper and lower limits of primary 
dendrite spacing at different cooling rates are in good agreement with the experimental results. The effect factors of the 

solidification history dependence of the primary dendritic spacing were analyzed in detail. It indicates that the interfacial 
energy and the solute diffusion coefficients are the main factors if there is no convection in the liquid phase. 
Key words: alloy; directional solidification; primary dendrite spacing; cellular automaton; simulation 

定向凝固一次枝晶间距一直是凝固理论研究的一 

个重要课题。许多研究结果表明定向凝固一次枝晶间 

距与凝固条件存在单值对应关系，即在一定的生长条 

件下，一次枝晶间距  λ1 是一个定值，λ1 与凝固速度  v 
和凝固界面前沿温度梯度  G  间满足函数关系 

b a G v − − ∝ 1 λ 
[1−9] 。然而，一些定向凝固实验却表明， 

一次枝晶间距与稳态凝固时的凝固条件并非一一对 

应，而是可以在一定范围内变化，具体取值与枝晶达 

到稳态生长的过程有关，即一次枝晶间距具有历史相 

关性 [10−13] 。WARREN 和  LANGER [14] 以及  HUNT 和 
LU  等 [15] 分别分析了枝晶列的稳定性，分析结果也 

表明稳态一次枝晶间距存在一个范围。HUNT 和  LU 
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等 [15] 根据枝晶间溶质流的方向确定了定向凝固一次 

枝晶间距的下限，上限取为下限的两倍。 

近年来，树枝晶生长的数值模型发展很快，元胞 

自动机 (CA)方法是广泛应用的数值模型之一。 
RAPPAZ和GANDIN [16] 最早用 CA方法研究了等温场 

内凝固组织形成过程。GANDIN和 RAPPAZ [17] 将元胞 

自动机模型与有限元方法相耦合，建立了  CA­FE 模 

型，实现了对二维非等温度场内凝固组织形成过程的 

模拟。SPITTLE和 BROWN [18] 将元胞自动机与有限差 

分方法相耦合，建立了 CA­FD模型，模拟研究了柱状 

晶生长过程。NASTAC [19] 耦合了温度场、 浓度场计算， 

用界面溶质守恒方法计算固/液界面生长速度， 模拟了 

单个枝晶和小型定向凝固组织。ZHU  等 [20] 发展了 
MCA模型，计算了固相和液相的浓度场，考虑了曲率 

过冷和界面溶质再分配，模拟了等轴晶、定向凝固柱 

状晶组织。元胞自动机模型可以很好地模拟枝晶的分 

枝结构，可用来模拟定向凝固一次枝晶间距选择。 
WANG等 [21] 模拟了镍基单晶高温合金的枝晶生长， 考 

虑了成分过冷和曲率过冷，成功模拟了定向凝固一次 

枝晶间距的上下限形成过程。单博炜等 [22] 模拟了丁二 

腈−2.5%(质量分数)乙醇合金定向凝固一次枝晶间距 

的上下限，在处理一次枝晶间距选择范围的问题时关 

注更具物理意义的单个枝晶间距的选择行为，通过对 

模拟结果的拟合得到了定向凝固一次枝晶间距的上下 

限，模拟结果与实验结果吻合较好。但是没有考虑界 

面能的各向异性。 

本文作者应用元胞自动机模型模拟了丁二 

腈−2.5%(质量分数)乙醇定向凝固一次枝晶间距选择 

过程， 分析了影响定向凝固一次枝晶间距范围的因素。 

1  模型及数值算法 

假设液相无对流，溶质传输由扩撒控制，液相溶 

质浓度场控制方程为 

*  s l 
l l l s ( ) ( ) c  D c c c 

t t 
ϕ ∂ ∂ 

= ∇ ⋅ ∇ + − 
∂ ∂ 

(1) 

式中：cl 为液相溶质浓度；t为时间；Dl 为液相溶质扩 

散系数；  * s c 为固/液界面固相溶质浓度；  s ϕ 为界面元 

胞固相分数。式中右边第二项表示因固/液界面推进而 

排出的溶质量。 

假设固/液界面处于平衡态，固/液界面液相溶质 

浓度  * l c 和固相溶质浓度  * s c 为 
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式中：c0 为初始液相溶质浓度；T * 为固/液界面温度； 
T eq 为初始熔体平衡液相线温度；ml 为平衡液相线斜 

率，假定为常数； Γ 为 Gibbs–Thomson 系数；k0 为平 

衡溶质分配系数； θ为择优生长方向与 x轴的夹角；φ 

为界面法向与 x轴的夹角 [23] ，如图 1所示；  ) , ( θ φ f  为 

各向异性函数 [24] ； ε 为界面能各向异性强度； K 为 

固/液界面平均曲率 [25] ；  s ∆ 为元胞尺寸；N 为邻近元 

胞数，取近邻和次近邻作为邻近元胞，N=8；  s 
k ϕ 为邻 

近元胞固相分数；k为第 k个邻近元胞。 

根据固/液界面处溶质守恒关系计算界面法向生 

长速度 vn [23] 。 

( ) 
l 
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固/液界面元胞固相分数可用下式计算： 

s true cell / S S ϕ ϕ = =  (8) 

式中：S为固/液界面沿法向方向在界面元胞内扫过的 

面积，如图 1所示；Scell 为界面元胞的总面积。 

图 1  固/液界面元胞固相分数算法示意图 

Fig.  1  Schematic  diagram  of  algorithm  for  solid  fraction  of 

interfacial cell
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2  结果及讨论 

2.1  一次枝晶间距的历史相关性 

对丁二腈−2.5%乙醇的凝固过程进行了模拟研 

究。丁二腈−2.5%乙醇的热物性参数见表 1。模拟针对 
HUANG 等 [10] 所用的定向凝固实验条件：凝固界面前 

沿熔体的温度梯度 G  =10.8  K/mm、冷却速率为 0.54 
K/s(对应的稳态凝固速度为  v=50  μm/s)。模拟区域宽 

度(垂直于凝固方向)为 3 mm。模拟考察了不同初始枝 

晶数目(n)条件下定向凝固组织演变过程，结果示于图 
2。可见，当 n≤13时，在两个初始一次枝晶间均形成 

新的一次枝晶，稳态生长时的一次枝晶间距小于初始 

一次枝晶间距；当 33≥n≥14时，在初始的一次枝晶 

表 1  丁二腈−乙醇的热物性参数 
Table  1  Thermophysical  properties  of  succinonitrile­2.5% 

ethanol 

Parameter and description  Value  Ref. 

Gibbs­Thomson coefficient, Г /mK  6.3×10 −8  [26] 

Solute diffusion coefficient in liquid, 
Dl/(m 2 ∙s −1 ) 

1.27×10 −9  [26] 

Interfacial energy, σsl/(J∙m −2 )  8.95×10 −3  [26] 

Liquidus slope, ml/(K∙% −1 )  −3.6  [27] 

Partition coefficient, k0  0.044  [27] 

Degree of anisotropy of surface energy, ε  0.005 5  [28] 

图 2  不同初始枝晶条件下丁二腈−2.5%乙醇定向凝固达到稳态时的枝晶列 

Fig. 2  Steady state dendrite arrays in directionally solidified succinonitrile­2.5% ethanol sample with different initial dendrite seeds 

number  (n)  (Temperature  gradient  in  front  of  solidification  interface  is  10.8 K/mm.  Sample  were  solidified  at  rate  of  50  μm/s): 

(a) n=8; (b) n=13; (c) n=14; (d) n=25; (e) n=33; (f) n=34)
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间没有新的一次枝晶形成，稳态生长时的一次枝晶间 

距与初始一次枝晶间距相同；当 n≥34时，初始一次 

枝晶发生间湮没现象，稳态生长时的一次枝晶间距大 

于初始一次枝晶间距。这些结果表明，在给定的凝固 

条件下，稳态生长一次枝晶间距与初始一次枝晶间距 
(取决于初始形核过程，具有一定的随机性)有关，可 

在一定范围内变化(见图 3)， 即一次枝晶间距与初始一 

次间距不具备一一对应关系。这一现象可如下解释： 

当两个一次枝晶的间距过大时，通常通过分枝的机制 

对间距进行调整。两个一次枝晶间能否形成新的一次 

枝晶取决于两方面因素：1)固/液界面的稳定性；2)一 

次枝晶间液相成分过冷情况。这两个方面均与两个原 

始枝晶的间距有关。图 4所示为两个一次枝晶间的凝 

固界面能否失稳并成长成一个新的枝晶与两个原始枝 

晶间距之间的关系。当两个枝晶间间距较小时(λ12)， 

两个一次枝晶周围的溶质浓度场相互叠加，枝晶间液 

相沿凝固方向的溶质浓度梯度较小，不足以在两个一 

次枝晶间的液相内造成成分过冷区，因此，界面保持 

稳定，没有新枝晶的形成；当两个枝晶间间距增加至 
λ23 时，两个一次枝晶周围的溶质浓度场交叠程度下 

降，枝晶间液相沿凝固方向的溶质浓度梯度增加，一 

次枝晶间液相内出现了成分过冷区，因此，界面失稳， 

形成凸起，但在凸起长大过程中，凸起尖端排出的溶 

质向外扩散困难，造成在凸起尖端处液相出现较高的 

溶质富集，使凸起尖端过冷度趋向于  0，凸起不能继 

续长大形成一次枝晶；当两个枝晶间间距增加至  λ34 
时，两个一次枝晶周围的溶质浓度场交叠程度大幅度 

下降，甚至没有交叠，枝晶间液相沿凝固方向的溶质 

图  3  稳态生长时的一次枝晶间距与初始一次枝晶间距的 

关系 

Fig. 3  Relationship between stable­steady spacing and initial 

dendrite spacing 

图  4  不同一次枝晶间距条件下枝晶间熔体的成分过冷及 

新枝晶的形成过程示意图 

Fig. 4  Schematic  diagrams of  constitutional undercooling  of 

liquid  between  two  dendrites  of  different  spacing  and 

possibility to form new dendrite between two original dendrites 

(Dash­dot  lines  are  temperature  profile,  solid  lines  indicate 

liquidus  temperature, dashed  lines  are  concentration  of  liquid, 

cross  hatched  region  is  constitutional  undercooling  zone,  t1＜ 

t2＜t3) 

浓度梯度和成分过冷区进一步增加，界面失稳，形成 

凸起，并且在凸起长大过程中，排出的溶质能顺畅地 

向远处扩散传输， 凸起逐渐长成一次枝晶。由此可见， 

在给定凝固条件下， 存在着一个临界的一次枝晶间距， 

当两个枝晶间的间距大于临界枝晶间距时，枝晶间可 

以形成新的一次枝晶，使枝晶间距减小；当两个枝晶 

间的间距小于临界枝晶间距(即枝晶间距在  λ12~λ34 之 

间)时，枝晶间不能生成形成新的一次枝晶，即一次枝 

晶间距可在一定范围内变化，具体取值与凝固时枝晶 

形成的历史有关。
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由上述分析可知，凡是影响固/液界面稳定性和浓 

度场的因素，均会影响一次枝晶间距的上、下限。对 

于给定的合金和凝固条件，在没有对流的条件下，影 

响一次枝晶间距上、下限的因素主要有溶质扩散系数 

和固/液界面能。溶质扩散系数越小，一个枝晶周围的 

溶质浓度场梯度越高、影响范围越小，两个相邻枝晶 

周围的浓度场只有在较小的枝晶间距条件下才能发生 

交叠，因此，一次枝晶间距上、下限越小。由固/液界 

面稳定性的动力学理论可知 [29] ，固/液界面能有利于 

固/液界面的稳定，即随着固/液界面能的增加，界面 

失稳的临界过冷度增加。由此可以推断，在其它条件 

都不变时，随着固/液界面能的增加，枝晶间距的上、 

下限增大。 

为了证明以上分析， 通过假定不同的固/液界面能, 
模拟计算了定向凝固二腈−2.5%乙醇一次枝晶间距的 

上、下限随固/液界面能的变化关系，结果示于图 5。 

由图 5可见，枝晶间距的上、下限随着固/液界面能的 

增加而增大。 

图 5  温度梯度为 10.8 K/mm和凝固速度为 50 μm/s时定向 

凝固二腈−2.5%乙醇试样中一次枝晶间距上、 下限随固/液界 

面能(σsl)的变化关系 
Fig.  5  Variation  of  simulated  upper  (λmax)  and  lower  (λmin) 
limits  of  primary  dendrite  spacing  in  directionally  solidified 
succinonitrile­2.5%  ethanol  sample  with  solid/liquid  interface 
energy (Temperature gradient in front of solidification interface 
is 10.8 K/mm, samples were solidified at rate of 50 μm/s) 

2.2  一次枝晶间距的上、下限与凝固速度间关系 

上述分析表明，在给定的凝固条件下，存在一个 

最大临界间距 λmax 或最小临界枝晶密度 nmin(单位长度 

内一次枝晶的数目，λmax=1/(nmin−1))，当 n=nmin 时，会 

有新的一次枝晶生成；n=nmin+1时，没有新的一次枝晶 

形成，则一次枝晶间距上限 λmax 应满足：1/nmin＜λmax＜ 
1/(nmin−1)。同样，在给定的凝固条件下，存在一个最 

小临界间距  λmin 或最大临界枝晶密度 nmax，当 n=nmax 
时，一次枝晶稳定生长，没有一次枝晶湮没现象；当 
n=nmax+1 时，发生一次枝晶湮没现象，则一次枝晶间 

距下限  λmin 应满足：1/nmin＜λmin＜1/(nmin−1)。据此， 

在模拟计算中，可以通过逐渐增加一次枝晶的密度来 

确定给定凝固条件下一次枝晶间距的上、下限。 

针对 HUANG等 [10] 的定向凝固实验条件，模拟计 

算了丁二腈−乙醇定向凝固一次枝晶间距上、下限与 

凝固速度间的关系，模拟结果示于图  6。可见模拟结 

果与实验结果吻合得很好。通常一次枝晶间距与凝固 

速度间的关系可用幂函数表示：  max 
b av λ − = ， 

min 
b a v λ ′ − ′ =  [10] 。将模拟结果进一步整理，对丁二腈− 

2.5%乙醇，温度梯度为 10.8 K/mm时，定向凝固一次 

枝晶间距上、下限与凝固速度间满足： 

5 
max 

0.4 5 1 317v λ − =  (10) 

2 
min 

0. 53 241v λ − =  (11) 

HUANG 等 [10] 的实验表明，b=0.430，b′=0.254， 

可见本研究的模拟结果与实验结果十分接近，上限与 

实验结果的吻合程度要优于单博炜等的模拟结果。 

图  6  定向凝固丁二腈−2.5%乙醇试样中一次枝晶间距上、 

下限与凝固速度间关系 

Fig.  6  Relationship  between  upper  and  lower  limits  of 

primary  dendrite  spacing  in  directionally  solidified 

succinonitrile­2.5%  ethanol  sample  and  solidification  rate 

(Temperature  gradient  in  front  of  solidification  interface  is 

10.8 K/mm)
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3  结论 

1) 用元胞自动机方法模拟了丁二腈−2.5%乙醇合 

金定向凝固组织形成过程。结果表明：在给定凝固条 

件下，一次枝晶间距可在一定范围内变化，即稳态凝 

固一次枝晶间距与凝固历史具有相关性。 
2)  凡是影响固/液界面稳定性和浓度场的因素， 

均影响一次枝晶间距的上、下限。对于给定合金和凝 

固条件，在没有对流的条件下，影响一次枝晶间距上、 

下限的因素主要为溶质扩散系数和固/液界面能。 
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