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摘 要：推导了将线性 GM模型转换为变量含误差(EIV)模型并采用总体最小二乘(TLS)平差的方法，介绍了加权 

总体最小二乘、混合总体最小二乘和附限制条件的总体最小二乘问题及其解算方法。以经典大地测量控制网平差 

和数据拟合算例比较各种 TLS 估计的精度和计算效益。理论分析和算例表明：对于 EIV 模型，WTLS 为最优估 

计，实际应用时需根据具体函数模型和随机假设选择合理的 TLS平差方法。 
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Abstract: The method  of  converting  linear Gauss­Markov  (GM) model  to  linear  errors­in­variables  (EIV) model was 
given, an ordinary total least squares (TLS) adjustment algorithm were introduced as an alternative method for converted 
EIV  model.  Extended  TLS  methods  of  weight  TLS,  mixed  ordinary  LS  and  TLS,  constrained  TLS  estimators  with 
computational schemes were introduced as well. A typical geodetic control network adjustment and a curve fitting data 
experiments are given to compare the adjustment results in accuracy and computation efficiency by TLS and traditional 
LS methods. The data experiments and theoretic  analysis  indicate  that WTLS method  is  an optimal estimator  for EIV 
model, reasonable TLS algorithms should be selected according to the function model and associated stochastic model in 
practical application. 
Key  words:  linear  error  in  variables  (EIV)  model; Gauss­Markov  (GM) model;  least  squares  adjustment;  total  least 
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现代测量平差与数据处理理论是以高斯−马尔柯 

夫(Gauss­Markov,  GM)模型为核心，通过该模型在不 

同层面上的拓展形成的若干新理论、新方法 [1−2] 。GM 
模型仅考虑观测值的误差， 而认为系数矩阵没有误差， 

而在实际应用中， 大多数情况下系数矩阵是有误差的。 
EIV 模型是指观测值和参数均包含误差的模型，针对 

线性  EIV 模型，GOLUB 等 [3] 最早提出了总体最小二 

乘估计方法，MARKOVSKY 等 [4−5] 对扩展  TLS 问题 

及其算法进行了深入的研究，SCHAFFRIN  等 [6−9] 和 
NEITZEl [10] 将 TLS估计引入到测量数据处理中，国内 

测绘领域的学者也从理论、 应用等方面对 TLS进行了 

深入研究 [11−14] 。 但 TLS用于解算线性 GM模型和 EIV 
模型估计方法的差异，各种扩展 TLS模型解算具体问 

题的差别等尚未有深入的研究。 
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为方便总体最小二乘方法在测量数据处理中的应 

用，这里将系数矩阵的误差分为两类，一类是线性化 

造成的设计矩阵元素的误差，经典 GM模型大多是非 

线性的观测方程在取参数近似值后得到的线性方程， 

参数初值对系数矩阵的取值有直接影响，这时系数矩 

阵包含的不仅仅是误差而是包含模型误差，这类问题 

在大多数需要线性化的测量平差问题中大量存在，而 

且需要迭代计算。另一类是设计矩阵元素是只包含观 

测值，如线性回归、直接线性变换、曲线拟合等，很 

显然设计矩阵含有误差。本文作者比较了 GM模型与 

线性 EIV模型和估计方法的区别，并给出了两类问题 

的算例， 旨在推广TLS估计在测量数据处理中的应用。 

1  线性 EIV 模型与 GM 模型的比较 

测量平差领域常用的线性 GM模型可表示为 

2 1 
0 ,  (   ) σ − = + L AX  Δ  P ～ , N 0 ∆  (1) 

式中：  1 m× ∈ L R  表示观测值向量，  1 m× ∈ Δ  R  表示观测 

值向量的真误差，  1 n× ∈ X R  表示待估参数，  m n × ∈ A R 

表示系数矩阵，其中  m、n 分别表示观测值和未知参 

数的个数，且满足 m≥n。  2 
0 σ 表示单位权方差，P 表 

示观测值的权矩阵。经典测量平差问题是以最小二乘 

准则  =min PΔ T ∆ 为代价函数的参数估计，可以证明最 

小二乘准则和最大似然准则是一致的，具有无偏，方 

差最小等统计特征。 

线性EIV(Errors­in­variables)模型除了考虑观测值 

的误差外，还考虑矩阵 A的误差，其数学模型可表示 

为 

2 1 
0 =( + ) + ,  ( ,  ), σ − 

A L A E X  Δ  P % ～N 0 ∆ 
2 1 
0 vec( ) ( ,  ) σ − 

A A E P ～N 0  (2) 

式中：EA 表示观测矩阵  A 的误差向量， A % 表示系数 

矩阵的真值，  ×1 =vec( )  mn ∈ A A e E R  表示矩阵 EA 按列向 

量化后得到的向量，  × mn mn ∈ A P R  表示  eA 的权阵。对 

于线性  EIV 模型应采用总体最小二乘估计，文献[3] 

中已证明总体最小二乘估计是 EIV模型的最大似然估 

计，其目标函数可表示为 

T T + =min A A A PΔ  e P e ∆  (3) 

为简化表达，先假设所有误差服从独立、等方差 

的正态分布，则权矩阵为单位矩阵，式(3)可表示为 

T T T + tr =tr( =min A A Δ  E E E E （ ） ） ∆  (4) 

式中：  ×( +1) =[ ]  m n ∈ A E E  Δ  R  表示误差增广矩阵，  = A 
×( 1) [ ]  m n+ ∈ A L R  表示系数增广矩阵， = X  [X;  −1]∈ 

R (n+1)×1 表示增广参数向量，因此，式(2)改写为 

0 = X A  (5) 

很显然，式(5)有无穷多个解，为得到唯一解，可 

设定  1 || || = X  作为参数的约束条件， 因此总体最小二乘 

模型等价于： 
T 

, 
argmin tr( ) 

s.t.  ( + ) =0 
|| || 1 = 

E X 
E E 

A E X 
X 

(6) 

引入  Eckart­Young­Mirsky 矩阵近似定理：矩阵 
A∈R m×n ，其秩  rank(A)=r 的  svd 分解可表示为  A= 

UΣV T =  T 

1 

r 

i 
i 
σ 

= 
∑  i i u v  ，其中，σi 为矩阵 A的奇异值，U、 

V为正交矩阵，其向量形式为  ) (  2 1  m u u u U  L = ， 
) (  2 1  n v v v V  L = ， uj 和 vj 分别为矩阵 A的奇异值 

σj 对应的左、右向量。若 k≤r，  T 

1 

k 

k i 
i 
σ 

= 
= ∑  i i A u v  ，并存 

在以下关系： 

rank( )=  1 
min 

r 

i F  F k  i k 
σ 

= + 
= − = − = ∑ k B 

A B A A  (7) 

若不考虑参数之间的约束则 rank(A)=n， 即系数矩 

阵列满秩，欲使  0 = X A  有非零解，则必有 rank  ) (A  ＜ 
n+1，根据  Eckart­Young­Mirsky 矩阵近似定理，取 
rank  ) ˆ (A  =n作为原矩阵的近似，则有： 

2 T 2 
1 2 

ˆ tr( )=  n σ + − = E E A A  (8) 

并得到待求参数为 

T 
+1 +1 1 

+1 

= 

= 
n n n 

n 

σ +   
 
  

E u v 

X v 
(9) 

以上推导表明，经典  GM 模型可以扩展如式(6) 

所示的线性 EIV模型，其对应的估计方法也由传统的 

LS 估计方法变为 TLS 估计，对应的扩展参数解 X 的 

解为  A A T  经奇异值分解后得到的最小特征值所对应 

的右特征向量 vn+1，由于 X =[X, −1]，从而得到参数的 

估计值为 

T 
1,1 1,2 1, 

1, 1 

[ , , , ] ˆ  n n n n 

n n 

v v v 
v 

+ + + 

+ + 
= − X 

L 
(10) 

可以证明，它与常规的法方程求逆  T ˆ = ( − − X A A 
1 T 

1  ) n σ − 
+  I A L的估计结果是一致的，很显然直接分解 

 
 

 
 


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方法更简洁，得到参数的估计值后可进一步得到的单 

位权方差： 
2 T T 

2  1 
0 

+ ˆ  = =  n 

m n m n 
σ 

σ + 

− − 
A A e e ∆ ∆  (11) 

2  TLS 估计的扩展 

2.1  WTLS问题 

通过上面的分析可知，经典 GM模型可以方便地 

扩展为线性 EIV模型，但目前诸多应用并未考虑设计 

矩阵的权，所得到的总体二乘结果并非满足统计上的 

最优。欲确定权阵，首先要确定 A的协方差阵 C(A)， 

则 C(A)∈R mn×nm ， 若用 A % 表示 A的真值， 令 A= A % +EA， 

根据协方差阵的定义： 

C(A)=E[(EA)ij(EA)kl]  (12) 

式中：i，j，k，l表示对应的矩阵元素。若考虑协方差 

阵 的 一 般 形 式 ， 势 必 增 加 计 算 的 工 作 量 ， 
MARKOVSKY等 [4−5] 根据不同的应用实例对方差阵进 

行了简化，若矩阵 A按行独立，且每行具有相同的方 

差阵，则这类问题称为广义总体最小二乘问题 
(GTLS)。若矩阵 A按行独立，但各行的方差阵不同， 

则称为按行的加权总体最小二乘问题 (Row­wise 
weighted total least­squares problem，RWTLS)。根据权 

阵的结构，可以将加权总体最小二乘问题表示为表  1 
的形式，除广义最小二乘可以采用类似简单 TLS问题 

的直接分解算法外，其它的WTLS均需要迭代 [4] 。 

测量平差中的 GM模型， 系数矩阵 A是独立的观 

测方程经线性化得到的，即： 

= ( )+ + ≈ L F X  Δ  AX  Δ  (13) 

式中： 

1 1 1 

1 2 

, 

1 2 
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m n 
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n 

∂ ∂ ∂   
  ∂ ∂ ∂   ∂   
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X X X 

F A 
X 
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X X X 

L 

L L L L 

L 

(14) 

由于观测值间相互独立， 矩阵A的各行相互独立， 

但每行的元素是相关的，因此属于  Row­wise  WTLS 
问题，用 α A  表示  A 的第α 行(  ] , 1 [  m ∈ α  )，其对应的 

方差阵如下： 

T ( )= ( ) α α α C A A C X A  (15) 

C(X)表示未知参数的方差阵由下式确定： 

T 1 2 
0 ˆ ( )=( ) σ − 

A C X A P A  (16) 

从而得到扩展参数的方差阵为  ) (X C  ，进而简单 

总体最小二乘问题变换为加权最小二乘问题： 

2 1/2 
2 1 

( ) min 
m 

α α 
α 

− 

= 
= ∑ C A E  (17) 

TLS可以通过奇异值分解算法实现，而WTLS由 

于权阵与参数相关，需要迭代求解，具体的计算步骤 

如下 [4] ： 
1) 根据给定的参数初值列出误差方程； 

2) 给定权阵  = A P I 按简单  TLS 方法得到参数初 

值； 

3)  根据误差传播率得到参数的方差阵  C(X)，并 

逐行得到各元素的方差阵  ) ( α A C  ； 

4) 根据加权  T 1/2 

1 
= ( ) 
m

i 
α α α 

− 

= 
∑ S A C A A  ，则解为将 S 

进行 SVD分解后最小特征值所对应的特征向量； 

5)  将得到的参数与初值比较，如果小于某一阈 

值，则计算完成，否则回到式(3)进行迭代计算。 

2.2  混合OLS­TLS问题 

测量中的权矩阵为方差阵的逆矩阵，而系数矩阵 
A 的某些元素可能为常数，因此这些项对应的方差分 

量为零，从而导致无法通过方差阵求逆得到权阵，此 

时需要采用混合最小二乘方法求解，这里先不考虑 A 
的权，令 A=[A1, A2]，  1 

1 
m n × ∈ A R  ，  2 

2 
m n × ∈ A R  ，  = X 

1 2 1 1 T T T 
1 2 1 2 [ ,  ] ,   , n n × × ∈ ∈ X X X R X R  ，将式(1)变为 

表 1  权阵的结构及对应的总体最小二乘问题 
Table 1  Weighted matrix structure and its corresponding TLS problems 

名称 简要描述 方差阵的形式 

Element­wise WTLS  各元素独立，但方差不相等  ) , , ( diag  1  mn W W  L = W 

Row­wise WTLS  行与行之间不相关  n n 
i m  W W W × ∈ =  R W  ), , , ( diag  1 L 

Column­wise WTLS  列与列之间不相关  m m 
i n  W W W × ∈ =  R W  ), , , ( diag  1 L 

Row­wise GTLS  行与行之间不相关，且各行的方差相等  r m m  W W W W W = = = = L L  ), , , ( diag  1 1 W 

Column­wise    GTLS  列与列之间不相关，且各行的方差相等  c n n  W W W W W = = = = L L  ), , , ( diag  1 1 W



第 22 卷第 3 期 周拥军，等：线性 EIV 模型的 TLS 估计及其典型应用  951 

1 
1 2 

2 
=( , ) 

  
+   

  

X 
L A A 

X 
∆  (18) 

式中：系数矩阵  A1 无误差，而  A2 含有误差，则  = A 

1 2 [ ,   ,   ] A A L ，  T T T 
1 2 =[ ,  ,  1] − X X X  ，  2 = X  [X2, −1]，将 A 

进行 QR分解，得到： 

11 12

22 
= = 

0 
  
  
  

R R 
A QR Q 

R 
(19) 

可以根据  22 2 = R X  0解出  X2 ，然后回代到方程 

11 1 12 2 + = R X R X  0中，解出  X1 的值，然后根据前面的 

方法进行精度评定。 

2.3    CTLS问题 

这里仅考虑线性约束条件，至于非线性约束条件 

可以根据参数初值线性化后得到线性约束条件，线性 

条件一般可表达为 

( 1) 1 ( 1) 
= 

n p n + × × + 
G X  0  (20) 

CTLS  问题可以采用迭代解法 [4] 或直接分解算 

法 [15] ，具体的解算过程本文不再列出。 

3  算例 

选择两个典型算例，一个是典型的大地测量控制 

网平差，需要给定参数初值转化为误差方程，然后根 

据间接平差法求解(以下简称 LS估计)， 然后将误差方 

程拓展为线性 EIV模型，用 TLS方法求解，并比较二 

者在参数初值、迭代次数、估计精度等的差别；二是 

曲线拟合的算例，其设计矩阵有误差，但不受参数初 

值的影响，比较分析各种估计方法。 

3.1  测量控制网平差算例 

图 1所示为一测角网，A、B、C  3点的坐标分别 

为(8 864.530，5 392.580)、(13 615.220，10 189.470)、 
(6 520.120、14 399.300)，观测数据见表 1。为了比较 

初值对估计结果的影响，选择了两组初值，分别采用 

经典最小二乘方法、总体最小二乘方法和加权总体最 

小二乘方法进行迭代计算，取  1 − −  k k  θ θ ＜10 −6 作为 

迭代终止条件，计算的结果见表  3。计算结果表明： 

当初值接近估计值时，3 种方法的迭代次数和最终估 

值基本相等，而经典大地测量网的初值往往与估值较 

接近，说明迭代 LS 估计和 TLS 估计在计算速度和精 

度上并无明显改进。若初值偏离估值较远，迭代 TLS 

估计要略快于  LS 估计的收敛速度，在估计结果上也 

仅有微小差异， 说明初值和估计方法对结果影响不大。 

但需要指出的是，简单 TLS在设计矩阵的所有元素都 

满足独立等精度分布的前提下才是最优估计 [4] ，而这 

一随机假设在实际问题中基本不成立，导致简单 TLS 
估计多为有偏估计。当函数模型较复杂、设计矩阵病 

态时，TLS 估计和 LS 估计的结果就会有较大差异， 

故简单 TLS仅适用于近似平差计算。在严密平差时， 

需采用WTLS方法或经典平差方法， 但WTLS方法需 

要根据观测值的误差传播率得到设计矩阵元素的方 

差，以设计矩阵元素的最小二乘准则为目标函数进行 

平差计算，这导致计算较间接平差方法复杂，因此， 

经典控制网平差从计算效率和精度而言并不适宜采用 
WTLS方法。 

图 1  某大地测量控制网 

Fig. 1  A typical geodetic control network 

3.2  曲线拟合算例 

便于和为真值比较，这里采用模拟算例，设二次 

曲线的方程为 y=ax 2 +bx+c，参数真值分别为：3、5、 
10，取 x为  [0,10]区间内产生的 10个随机数，并按以 

上方程得到 y的值， 然后在 x和 y上均叠加方差为 0.01 
的正态分布误差，分别用 LS、TLS、OLS­TLS、WTLS 
估计参数，做 10 000次模拟实验，然后比较各种估计 

方法的均方误差  2 

1 
( ) / 

m 

i 
i 

rms= m θ θ 
= 

± − ∑ % ， 得到的计算 

结果见表 4，表明 TLS 和 OLS­TLS 的计算效果甚至 

比 LS 还差，主要原因是 TLS 虽然考虑了设计矩阵的 

误差，但假设矩阵各元素的误差是独立等精度分布 

的，而本实例中各元素的误差明显不相等，因此造成 

了  TLS 估计效果不理想，而 WTLS 由于考虑了各元 

素的统计特性，因而估计效果最佳。作者还采用变换 

各参数数量级的方法来模拟，发现简单 TLS 和 LS 方 

法各有优劣，但WTLS的估计效果仍为最佳，由于篇 

幅原因在此不再列出。
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表 2  观测数据 

Table 2  Observed data 

角号 角度观测值 角号 角度观测值 角号 角度观测值 

1  106°50′42″  4  28°26′12″  7  33°40′50″ 

2  30°52′47″  5  127°48′59″  8  125°20′38″ 

3  42°16′40″  6  23°45′11″  9  20°58′ 25″ 

表 3  平差结果 

Table 3  Results estimated by LS, TLS and WTLS 

初值(9 999, 9 999)  初值(10 005, 10 005) 
估计方法 

迭代次数  X/m  Y/m  迭代次数  X/m  Y/m 

LS  24  9 999.896 6  10 000.054 0  27  9 999.896 7  10 000.053 7 

TLS  24  9 999.896 6  10 000.054 0  17  9 999.896 2  10 000.054 5 

WTLS  24  9 999.896 6  10 000.054 0  22  9 999.896 5  10 000.053 9 

表 4  LS、TLS、OLS­TLS 和 WTLS 方法的参数均方误差 

比较 

Table  4  Roots  of  mean  square  estimated  by  LS,  TLS, 

OLS­TLS and WTLS 

参数的均方误差 
估计方法 

a  b  c 

LS  ±0.018 0  ±0.142 6  ±0.187 5 

TLS  ±0.018 4  ±0.149 4  ±0.222 6 

OLS­TLS  ±0.017 8  ±0.141 9  ±0.210 3 

WTLS  ±0.013 9  ±0.107 0  ±0.140 9 

4  结论和建议 

1) 线性 GM 模型能方便地转换为线性 EIV 模型 

并用 TLS方法求解。 
2) 对于线性 EIV 模型，简单 TLS 估计仅在设计 

矩阵元素服从独立等方差分布时才是最优估计， 因此， 

简单 TLS 方法的估计精度不一定优于 LS 方法的估计 

精度，简单 TLS估计一般适用于近似平差计算。 
3) 对于不等精度观测值问题， 若要获取高精度的 

平差结果，宜采用WTLS方法。虽然经典控制网平差 

的函数模型可经线性化得到线性 GM模型，而后转换 

为EIV模型并采用WTLS平差方法得到与经典方法精 

度相当的平差结果，但计算过程较间接平差复杂，因 

此建议仍采用经典间接平差方法。而对于曲线拟合等 

以坐标为观测值的平差问题，采用WTLS估计相对简 

便，本文作者将做进一步的研究。 
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