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不同幅度噪声和缺失数据对大地电磁正则化反演的影响 
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摘 要：对野外实测大地电磁数据进行反演解释时，由于人文噪声的干扰和采集的数据不完全，增加了地球物理 

反演解释的难度，所以研究不同噪声和缺失数据信息对大地电磁正则化反演的影响非常必要。利用正则化理论研 

究不同噪声、数据“信息不完全”下对大地电磁反演的影响，分析解释最平坦模型、最平滑模型和最小模型的特 

点。结果表明：合适的正则化反演初始模型的选择，对反演的结果至关重要。最平坦模型、最平滑模型较好，最 

小模型效果一般；随着噪声的增加，反演效果逐渐变差；数据信息不完全的时候，如果其它先验信息丰富，仍然 

能够得到较好的反演结果。 
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Effects of different amplitudes of noise and missing data on 
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Abstract: Because human noise and incomplete data information were existed when the data was collected in the field, 
the  difficulty  of  magnetotelluric  (MT)  inversion  for  interpretation  increases  naturally.  Therefore,  the  study  on 
magnetotelluric regular inversion on human noise and incomplete data information becomes necessary. Using the results 
of different amplitudes of Gaussian noise and the data of incomplete information studied with regularization theory, the 
characteristics  of  the  flattest model,  the  smoothest model  and  the  smallest model were  analyzed  and  interpreted. The 
results show that: a suitable initial model is the essential choice to inversion, the flattest model and the smoothing model 
are better for magnetotelluric inversion than the smallest model; as  the noise  increases, the inversion becomes worse. If 
the additional prior information is rich, a good inversion results can still be got from the data incomplete information. 
Key words: Gaussian noise; missing data; regularized inversion; magnetotelluric sounding 

自从物探反问题之父  BACKUS  和应用数学家 
GILBERT 提出了别具一格的  BG 反演理论后，地球 

物理反问题成为地球物理学者研究的重要内容。在实 

际应用方面，地球物理勘探中最关键的一个环节就是 

如何进行数据处理，以便能有效地识别异常体；然而 

数据处理时的反演技术仍是解决实际问题的关键。大 
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地电磁反演问题也往往可以转化为数学上不适定问题 

通过正则化方法求解，经过几十年来的发展，在地球 

物理的地震领域 [1] 、激电测井 [2] 、仪器仪表 [3] 、瞬变电 

磁测深 [4] 和垂直激电测深 [6] 领域基于正则化方法的反 

演已有所研究但实际应用效果还有待改进。正则化方 

法主要是利用改变正则化矩阵来改变反演的初始模 

型，然后进行最优化反演 [7] 。正则化反演初始模型的 

选择是否合理是反演结果的成败基础，在大地电磁领 

域，基于 Wannamaker 的正演模型成功实现了 Occam 
的正则化反演 [8] 。 

目前，国内外对于正则化初始模型的选择及其特 

点的分析较少，基本上是研究反演的过程，国内学者 

柳建新等 [7] 、陈小斌等 [9] 、童孝忠 [10] 系统分析了正则 

化大地电磁反演的现状，初步分析了基于混合遗传算 

法的正则化反演，但对如何选择最佳初始正则化模型 

以及在噪声影响和缺失数据下初始模型对反演效果的 

影响基本上没有讨论。本文作者针对地球物理正则化 

反演里常用的最平坦模型进行的计算，利用改变后的 

正则化矩阵分别讨论了最平滑模型和最小模型的反演 

效果，并进行了对比分析。然后就针对野外采集数据 

人文噪声难以避免的情况利用高斯噪声的形式加入到 

反演总体目标函数中进行了分析讨论。 

此外，针对最平坦、最平滑和最小化模型的反演 

效果，选择这 3 种反演模型中较好的模型加入不同噪 

声，比较对于噪声的适应效果；然后针对某个频段或 

者深度的数据缺失时进行反演；最后讨论何种效果下 

的正则化反演是最适合在数据反演时利用。 

1  大地电磁中的正则化反演技术 

矿产地球物理勘探中，由于地形复杂，加之反演 

过程的复杂，结果往往不尽人意，会出现失真或者多 

解情况，这些情况在地球物理反演中被称为不适定问 

题。随着反演技术的发展，把非线性问题线性化，人 

们提出了广义线性化的处理手段。但是地球物理反演 

中的问题大多数是非线性的，并不是每种线性化中的 

理论都能用于广义的线性化反演，针对这种问题，很 

多学者提出了具有各自特色的方法来解决。 总体上看， 

可以总结为求解不适定问题的一般方法，都利用一个 

数据集与原适定问题相近的解去逼近原始问题的解， 

统称为正则化方法 [7] 。 

1.1  正则化的定义 

正则化的定义是 [11] ：假设 X、Y为 Hilbert空间向 

量，T：X→Y是紧算子，T + 无界，若 Ra：Y→X是一 

族线性有界算子，有如下关系： 

0 
lim ,   ( ) α α 

+ 

→ 
∀ ∈ + R y x y D T =  (其中 x + =T + y)  (1) 

如果式(1)中α 为正则化因子，则称 α R  为算子  T 
的正则化或正则化算子。 

在实际问题中，方程  Tx=y 的右端往往是观测到 

的值 δ y  ，它与  y 之间存在误差，假设  ( ) δ ∈ 
+ y D T  ， 

且  δ − y y  ≤δ， δ α y R  作为方程 Tx=y的精确解 T + y的 

近似，其误差为 

α  δ − 
+ R y T y  ≤  α  δ  α  α − + +  + R y R y R y T y  (2) 

上式右端的第一项  α  δ  α − R y R y  ≤  α  δ R  称为冗 

余误差，反映了不精确数据对误差的影响，数据误差 

δ 被  α R  放大；右端第二项  α +  + R y T y  称作正则误 

差，反映了  α R  与 T + 之间的逼近程度。当α →0 时， 

正则误差  α +  + R y T y  →0，而α →0 时，  α R  →∞， 

冗余误差被放大。从  α R  逼近  T + 的角度来说，正则因 

子α 越小越好；但从解的稳定性角度来说，  α R  越小 

越好。这两方面是矛盾的，因此，必须合适选取正则 

参数α 以获得较好的结果。 

1.2  正则化因子的选取 

目前，在地球物理反演当中，利用正则化方法来 

减少反演的多解性和增强过程的稳定性是最为有效的 

手段。正则化因子的选取直接影响着反演的结果，其 

值越合适，先验信息拟合的程度越高，就能更有效地 

利用野外所采集的数据。吴小平和徐果明 [12] 认为：在 

反演过程中可以选取一个折中化的因子，但这往往需 

要从外部输入，不断测算才能较好地符合我们想要的 

结果。CONSTABLE 等 [13] 和  SMITH 和  BOOKER [14] 

分别提出了 Occam和 RRI算法， 这两种反演方法都能 

进行二维自适应的反演计算， 其中 Occam是利用线性 

搜索自适应迭代法选取最佳的正则化因子 [8] ，实现了 

数据充分拟合和模型极度光滑；RRI 是通过所建立的 

反演函数中的目标项和自适应因子之间的关系 [8] ，根 

据每次得到的目标项来推测自适应因子。这两种反演 

算法已经用在了实际生产中，效果较好，但是遇到数 

据量很大时，就有些力不从心，尤其是原始数据比较 

粗糙时，更难解决。 

正则化通过人为地强加某种结构信息(可以结合 

具体问题的结构特点)， 在数学上为地球物理反演问题
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提供唯一的、稳定的结果。正则化因子的选择是正则 

化反演的关键，其值过大反演结果只包含先验正则化 

结构信息； 过小则只包含数据反映的结构信息，因此， 

如何选取一个合适的正则化因子是非常重要的前提。 

目前，常用的正则化因子的求解方法有  GCV 方法， 
L­Curve 方法 [10] 和概率统计法，本文作者在加入噪声 

时的讨论中，采用的正则化因子的选择方法是位对噪 

声的 Gaussian 假设， 其数据拟合服从 Chi­square分布， 

属于概率统计方法。 

2  正则化矩阵的选取及其反演效果 

反演总体目标函数可以用下式进行表示 [12, 15−18] ： 

2  2 ˆ ( ) + ( ) ψ α − − = S Am d H m m  (3) 

如果先验模型参数m ˆ 和不定的参数 ξi，i=1，…， 
m都是可以加以利用， 那么可以得到正则化矩阵如下： 

 
 
 
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 
 
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 
= 

m ξ 

ξ 
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L 

M O M 

L 
H  (4) 

设定数据和先验信息都是对称的矩阵，这意味着 
m ˆ 和标准差 ξi 伴随着假设模型先验参数的分解都是高 

斯分解法。如果已知的先验信息是比较好的，一般情 

况下，正则化因子都被设定为α  =1。这种情况下的参 

数设定不只是依赖于 χ 2 (即数据拟合服从Chi­square分 

布)变化的。在这种情况下，即使估计的参数不确定， 

但通过奇异值分解的反演效果来看，与零估计相比可 

能仍然是比较好的选择。 

2.1  3种正则化矩阵初始模型 
2.1.1  最平坦模型正则化 

模型m代表着一个m(z)空间函数的一个分量， 假 

设  0 = m  和 

H= 
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则有： 
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可以得到： 

∑ 
− 
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(7) 

最平坦模型是指使的函数  2 ) ˆ (  m m H − 的梯度利 

用拉格朗日法求取最小值时，仍然尽可能地拟合原始 

模型。如果 Zi+1−Zi=Δ为常数，那么得到的矩阵如下： 
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式(8)即为最平坦模型正则化矩阵。 

2.1.2  最平滑模型正则化 

正则化矩阵  H  能被离散成对角矩阵的形式(式 

(9))： 

H= 
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 

 

 
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(9) 

在其底部最后两行为零。如果无法先验知道基模 

型m ˆ 的结构信息，可以假设m ˆ =0，那么可以得到 

∑ 
− 

= ∂ 

∂ 
= − 

2 

1 

2 

2 

2 2 ) ˆ ( 
m 

i  z 
m m m H  (10) 

这种加入了二阶偏导数先验信息称之为最平滑模 

型正则化反演。 

如果令 Zi+1−Zi=∆为常数，则有：
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式(11)即为最平滑模型正则化矩阵。 
2.1.3  最小模型正则化 

最小正则化模型的定义是假设H=I和m=0， 其中 
I 表示单位矩阵，然后再带入反演目标函数进行正则 

化计算，也被称为零阶正则化阻尼最小二乘方法，其 

具体的实现过程如下： 

d C A I A C A m 
1 1  ) ( ) (  ] [ ˆ 
− − + + + =  d d α  (12) 

给定生成矩阵的主对角线乘以正则化因子α ，用 

以克服其奇异性或者改善病态条件。 

令： 

T V U SA  Λ =  (13) 

= + = −  Sd U V VV V U U V m  T 1 T T T  ] [  Λ Λ Λ α 
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求得其最大值 λi，有 
i i 

i 

λ α λ 
λ  1 
2 ≈ 
+ 

，求得其最小值 

λi，有  0 2 ≈ 
+α λ 
λ 

i 

i  ，即式(16)为最小模型正则化矩阵。 

2.2  不同噪声下的反演 

对表  1 中一维地层模型产生的合成数据(虽然误 

差不切合实际，但可以更好地研究和分析地球物理反 

演问题)加入 0.02%、2%、20%的噪声，然后研究这 3 
种情况下的正则化反演结果。 

表 1  层状合成模型参数 

Table 1  Parameters of layer model 

层数 厚度/m  电阻率/(Ω∙m) 

1  700  20 

2  1 300  10 

3  1 500  50 

4  均匀半空间  35 

根据  2.1 节提到的正则化初始模型，利用正则化 

算法和 2D 海洋电磁 Occam 反演原理 [8] ，通过对正则 

化矩阵初始的修正， 针对上述加入 3种不同幅度噪声， 

反演结果分别如 2.2.1~2.2.3小节所述，其中 3种情况 

下的反演结果如图 1~3所示。 
2.2.1  最平坦模型 

如图 1所示，当深度为 0~700 m时，加入 3种不 

同噪声后反演所得电阻率均为 20 Ω∙m左右； 当深度为 
700~2 000 m时，只有加入 0.02%的噪声时，反演所得 

电阻率为 10 Ω∙m左右， 而噪声变大时， 会掩盖此信息； 

当深度为 2  000~3  500 m时，随着噪声的增加，反演 

图 1  加入不同噪声最平坦模型反演结果拟合图 

Fig. 1  Inversion fitting diagram of different noise with flattest model
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图 2  加入不同噪声最平滑模型反演结果拟合图 

Fig. 2  Inversion fitting diagram of different noise with the smoothest model 

图 3  加入不同噪声最小模型反演结果拟合图 

Fig. 3  Inversion fitting diagram of different noise with the smallest model 

结果越来越偏离真实结果；当深度趋于无限大时，反 

演结果都趋于地表表层电阻率，低于初始模型设置的 

电阻率。由此可见，噪声为  0.02%时，由于噪声干扰 

小，结合先验信息可以很好地反演、重构实际模型。 

随着数据噪声的增大(干扰信号的增加)，反演结果越 

来越差；当噪声达到 20%时，反演结果完全不能反映 

真实情况。这时反演结果大部分信息来自于最平整结 

构信息(即所有相邻参数间的变化率为最小)。因此， 

数据误差较大时，即便对于简单模型也很难重构实际 

的模型结构。从这些方面来看，在进行野外实测数据 

时，应尽量选用信噪比高的物探仪器，采用必要的措 

施减少数据误差， 这样才有利于更好地反演野外数据。 
2.2.2  最平滑模型 

如图 2所示，当深度为 0~700 m时，加入 3种不 

同噪声后反演所得电阻率均为 20 Ω∙m左右， 最平坦模 

型和最平滑模型具有相似的特点。当深度为  700~ 

2 000 m时，加入 0.02%的噪声后，反演所得电阻率出 

现接近 0  Ω∙m 的情况；加入 2%的噪声后，反演所得 

电阻率几乎为模型电阻率的 2倍；而加入 20%的噪声 

后，反演所得电阻率已达模型电阻率的 2 倍以上；当 

深度为 2 000~3 500 m时，加入 0.02%的噪声后，反演 

结果基本上符合真实值，而加入其他两种噪声后，反 

演结果都低于 50 Ω∙m；当深度趋于无限大时，反演结 

果都趋于地表表层电阻率；加入 20%的噪声后，反演 

所得电阻率趋于 0 Ω∙m。同样，可以得到与最平坦模型 

相似的结果，随着噪音的增加，曲线越来越不符合初 

始模型。当噪声足够小时，可以有效地反演出模型结 

构信息；随着数据噪声的增大(干扰信号的增加)，反 

演结果越来越差。当噪声达到 20%时，反演结果完全 

不能反映真实电性结构。这时反演结果大部分信息来 

自于最平滑结构先验信息(即所有相邻参数间的二阶 

偏导数最小)。与最平坦模型不一样的是，最平滑反演
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后的结果更倾向于二次光滑结构。 
2.2.3  最小模型 

图 3所示，当深度为 0~700 m时，加入 3种不同 

噪声后反演所得电阻率变化较大，曲线直上直下，都 

在 20 Ω∙m左右振荡；当深度为 700~2 000 m时，加入 
3种噪声后，曲线都是递减函数，3种情况相似，都从 
40 Ω∙m降到 10 Ω∙m左右； 当深度为 2 000~3 500 m时， 

加入  0.02%的噪声后，反演结果基本上符合真实值， 

而加入其他两种噪声后，反演结果都低于 50 Ω∙m，曲 

线的斜率都很小；当深度趋于无限大时，加入  0.02% 
的噪声后， 反演结果趋于地表表层电阻率， 而加入 2% 
和 20%的噪声后，反演结果相似，趋于 30 Ω∙m左右。 

总体上看：随着噪声的增加，最小化模型的适应性越 

来越差，但是这种模型不像最平坦模型和最平滑模型 

那样明显受数据误差的影响，它仍然可以反映真实模 

型的一些信息。因此，在以上 3 种反演方法中，最小 

化模型反演受数据误差的影响程度最小。 

2.3  “信息不完全”下的反演 

当模型结构信息“不完全”(即缺失数据时)或灵 

敏度矩阵病态时，为了研究以上 3 种正则化反演法的 

反演特点以及处理这些情况的方式，还是采用表 1的 

模型实例， 并在产生的反演数据中加入 0.01%的噪声。 

为了方便研究，通过以下等效方式模拟数据信息的不 

完全(即缺失数据时)或灵敏度矩阵的病态：在本例反 

演中，将灵敏度矩阵中部分列元素删除掉用以表示电 

磁响应后所得数据缺失。反演结果如图 4所示。 

如图 4所示，当深度为 0~700  m时，3种正则化 

模型反演所得结果都很好， 均为首层电阻率 20 Ω∙m左 

右；当深度为 700~2 000 m时，最平滑模型和最平坦 

模型反演结果为 10 Ω∙m左右， 而最小模型反演结果基 

本上与首层分不清，为 20 Ω∙m左右，分辨率较低；当 

深度为 2  000~3  500 m时，最平滑模型和最平坦模型 

反演结果都是 50 Ω∙m左右，曲线圆滑，而最小模型在 

缺失数据时，相对高阻变为 0 Ω∙m左右；当深度趋于 

无限大时，3 种正则化反演初始模型反演结果形态相 

似，都为 40 Ω∙m左右，较为真实。由以上分析可知， 

对于最平坦模型反演，可采用线性插值相邻反演结构 

来获得缺失信息部分的信息；对于最平滑模型反演， 

只是按照相邻节点信息圆滑了缺失的数据；对于最小 

化模型反演，只采用了基模型 m=0的信息。从以上反 

演结果可知，当某部分结构信息在数据中反映不明显 

时，这 3 种模型在反演中对这些情况的处理方式不一 

样。但是具体哪种正则化反演效果好，需要具体问题 

具体分析，比如对于连续的大地地电参数反演，最平 

坦模型和最平滑模型的反演效果可能会好些，而最小 

化模型的反演效果可能较差。 

3  结论 

1) 选择合适的正则化反演初始模型， 对反演结果 

的影响至关重要，最平坦模型和最平滑模型反演效果 

较好，最小化模型反演效果一般。 
2) 噪声信息在反演中的影响起着决定作用， 对于 

最平坦模型，噪声较小时反演效果最好，随着噪声的 

增加，反演效果逐渐变差；对于最平滑模型，噪声较 

小时反演效果很好，基本跟模型十分吻合，但随着噪 

声的增加，跳变比最平坦模型变化复杂，不能正确的 

反映初始模型；对于最小化模型，不管噪声多大，反 

图 4  信息“不完全”加入 0.01%噪声时 3种正则化模型反演结果图 

Fig. 4  Fitting diagram of regularization inversion with three missing data model by 0.01% noise
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演效果都不理想。 
3) 缺失数据信息时， 各种初始化模型在噪声较小 

的情况下，均能反映真实的地电断面情况，只是最小 

化模型反演出的数据跳变很大，有时难以辨认其真实 

特征。 
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