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强界面能各向异性下二元 Ni­Cu 合金 

枝晶生长过程的相场法模拟 

袁训锋, 丁雨田 

(兰州理工大学 甘肃省有色金属新材料省部共建国家重点实验室，兰州  730050) 

摘 要：基于 Wheeler 模型和 Eggleston 修正强界面能各向异性的方法，建立耦合溶质场和温度场的相场模型， 

模拟强界面能各向异性下 Ni­Cu合金枝晶生长过程。结果表明：在强界面能各向异性作用下，界面方向枝晶生长 

不连续且枝晶出现棱角；由于枝晶尖端温度梯度和溶质梯度较大，枝晶生长迅速。当界面能各向异性强度低于临 

界值时，枝晶尖端生长速度随界面能各向异性强度的增加而增大；当界面能各向异性强度等于临界值时，枝晶尖 

端生长速度下降 4.34%；当界面能各向异性强度大于临界值时，枝晶尖端生长速度随界面能各向异性强度的增加 

先增大到极大值后逐渐减小。当无量纲热过冷度较小时，晶体平衡形貌为类矩形；随着无量纲热过冷度的增加， 

晶体平衡形貌向枝晶转变，枝晶尖端生长速度先呈幂指数增加，然后呈线性增加，枝晶生长由扩散控制转变为动 

力学控制。 
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Phase­field simulation of dendrite growth process for 
binary Ni­Cu alloy with anisotropy of strong interface energy 

YUAN Xun­feng, DING Yu­tian 

(State Key Laboratory of Gansu Advanced Nonferrous Metal Materials, 
Lanzhou University of Technology, Lanzhou 730050, China) 

Abstract：Based on the Wheeler model and the Eggleston regularization technique of the anisotropy of strong interface 
energy,  the  phase­field  model  was  built  by  coupling  the  solute  field  with  temperature  field,  and  the  dendrite  growth 
process of the anisotropy of strong interface energy of Ni­Cu alloy was simulated. The results show that the variation of 
interface orientation discontinuous and the corners form on the dendrite with the anisotropy of strong interface energy, 
the dendrites grow fast due to the large temperature gradient and solute gradient. With an increase in anisotropy strength, 
the  growth  velocity  of  dendrite  increases  when  the  anisotropy  strength  is  lower  than  the  critical  value;  when  the 
anisotropy strength equals the critical value, the growth velocity drops down by about 4.34%; with an increase again in 
anisotropy  strength (larger  than  the  critical  value),  the  growth  velocity  reaches  the maximum  value  and  then  tends  to 
decrease. The equilibrium morphology of the crystal grows  into a square­like one in the situation of low dimensionless 
supercooling degree; with an increase in dimensionless thermal supercooling degree, the equilibrium morphology of the 
crystal changes from square­like to dendrite,  the growth velocity of dendrite increases exponentially and then increases 
linearly, and the dendrite growth is under control from diffusion to kinetics. 
Key words: Ni­Cu alloy; anisotropy strength; interface energy; supercooling degree; phase­field method; dendrite growth 

枝晶的形成过程是一个涉及热量、质量和动量传 

输以及界面动力学和毛细作用效应相耦合的自由边界 

问题。理论分析方法会遇到巨大的数学困难，传统试 

验方法也无法揭示枝晶结构形成的机理。随着计算科 
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学的发展和凝固理论的完善，数值模拟技术克服了理 

论分析和实验研究的困难，已成为研究凝固过程中枝 

晶生长的重要手段。 

相场方法将界面曲率、各向异性和动力学隐含在 

相场方程中，只需要求解相场方程就可以得到固−液 

界面的状态、曲率及界面的移动，从而避免跟踪固− 
液界面 [1] 。LANGER [2] 提出采用扩散界面模型研究凝 

固现象。KOBAYASHI [3] 利用含有各向异性的相场模 

型， 实现了对纯金属过冷熔体中枝晶生长过程的模拟。 
WARREN 和 BOETTINGER [4] 及 SUZUKI 等 [5] 通过对 

界面区域自由能密度函数的不同定义，分别建立两种 

不同描述合金凝固中枝晶生长的相场模型，即  WBM 
和 KKS模型， 从此开始了二元合金枝晶生长的相场法 

研究。近 20年来， 国内外研究者利用相场法模拟凝固 

微观组织经历了从二维到三维 [6−7] 、 从二元合金到多 

元合金 [8] 、从单晶粒到多晶粒 [9−11] 、从自由枝晶到定向 

凝固 [12−13] 、从单相场到多相场 [14] 、从无流场到包含流 

场 [15−19] 逐步深入的发展历程，使得模拟结果越来越接 

近真实凝固过程，并已取得了显著成果。晶体原子按 

照特定对称性排列，导致固−液界面能和界面动力学 

具有不同程度的各向异性。在枝晶生长过程中液−固 

界面各向异性不仅决定枝晶生长方向，还在很大程度 

上影响枝晶的生长行为 [20] 。在相场模型中，一般通过 

引入与界面能有关的因子 η(θ)=1+γcos(4θ)来描述界面 

能各向异性。其中，θ 为界面法向与 X 正方向之间的 

夹角；γ 为界面能各向异性强度。界面能各向异性对 

晶体平衡形状的影响可以用  Gibbs­Thomson  方程描 

述：η(θ)+ η′′(θ)=f L − f S =1−15γcos (4θ)。其中，f L 和 f S 

分别为液相和固相的自由能密度。在弱界面能各向异 

性时(γ＜1/15)，方程两边都为正，枝晶形貌光滑连续； 

在强界面能各向异性时(γ＞1/15)，方程左边为负，导 

致出现缺失方向，界面变得不连续，凹下去的部分出 

现耳子。2001年，EGGLESTON等 [21] 提出了修正强界 

面能各向异性的方法，从而解决了晶向缺失问题，建 

立了强界面能各向异性下的枝晶生长相场模型。KIM 
等 [22] 采用此相场模型研究了强界面能各向异性下过 

冷纯 Si枝晶生长特性。李俊杰等 [23] 、ZHANG等 [24] 、 
CHEN等 [25−26] 采用修正的相场模型，对强界面能各向 

异性下的枝晶生长行为进行了研究。但是，这些研究 

都是在 Karma模型基础上进行的，此模型中部分相场 

参数是强制假定的， 与实际情况相差较大。 而Wheeler 
模型中的相场参数与实际物理参数相关联，更接近真 

实物理过程。 

本文作者基于Wheeler模型和Eggleston修正强界 

面能各向异性的方法，建立耦合溶质场和温度场的相 

场模型，模拟强界面能各向异性作用下 Ni­Cu合金枝 

晶的生长过程，研究界面能各向异性强度和过冷度对 

枝晶形貌、尖端稳态生长速度、温度和溶质浓度的 

影响。 

1  相场模型 

相场法通过引入一个相场变量φ 来描述系统中各 

点的物理状态。在研究中，φ=0代表固相，φ =1代表 

液相，在固/液界面上φ在 0~1之间连续变化。 

1.1  相场控制方程 

采用  Eggleston 方法 [21] 修正缺失方向得到的界面 

能各向异性因子如下： 
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式中：i=0~3；θm 为晶体平衡形貌出现耳子时的角度， 

可以通过方程(2)求得： 
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基于Wheeler相场模型 [18] 和Eggleston修正方法 [21] 

建立强界面能各向异性作用下枝晶生长的修正相场方 

程： 

当  m m  i i θ θ θ − + +  ) 1 (
2 
π 

2 
π 

，且 i=0~3时， 

+ − + − − = 
∂ 
∂ 

)] 1 ( 30 
2 
1 

)[ 1 ( 
2 

φ φ α ε φ φ φ 
φ ε  u Ω 
t m 

+ 
∂ 
∂ ′ 

∂ 
∂ 

− ∇ ⋅ ∇  ] ) ( ) ( [ ] ) ( [  2 2 2 

Y X 
φ 

θ η θ η ε φ θ η ε 

] ) ( ) ( [ 2 

X Y ∂ 
∂ ′ 

∂ 
∂ φ 

θ η θ η ε  (3) 

当  m m  i i θ θ θ + − 
2 
π 

2 
π 

，且 i=0，2时， 

+ − + − − = 
∂ 
∂ 

)] 1 ( 30 
2 
1 

)[ 1 ( 
2 

φ φ α ε φ φ φ 
φ ε  Ωu 
t m 

XX 
m 

m φ 
θ 
θ η 

ε  2 2  ] 
cos 

) ( 
[  (4) 

当  m m  i i θ θ θ + − 
2 
π 

2 
π 

，且 i=1，3时， 

≤ ≤ 

＜ 

≤ ≤ 

＜ ＜

＜ ＜ 

＜



中国有色金属学报  2011 年 7 月 1658 

+ − + − − = 
∂ 
∂ 

)] 1 ( 30 
2 
1 

)[ 1 ( 
2 

φ φ α ε φ φ φ 
φ ε  Ωu 
t m 

YY 
m 

m φ 
θ 
θ η 

ε  2 2  ) 
cos 

) ( 
( +  (5) 

式中：温度 u、时间 t及距离 X和 Y均为无量纲变量， 
u=(T−Tm)/(Tm−T0)； t=t′/(ω 2 /κ)； X=X′/ω， Y=Y′/ω； 
Ω=cp[Ωt+mL(x−x0)]/L为无量纲过冷度；α=(  2 ωL 2 )/ 
(12cpσTm)为系统的物理参数； m=μσTm/(κL)为界面动力 

学系数；ε  =δ/ω为与界面层厚度有关的参数；T为温 

度；Tm 为熔点；T0 为系统初始温度；Ωt 为无量纲热过 

冷度；X′和 Y′分别为距离；δ为界面层厚度；ω为参考 

长度；t′为时间；κ 为热扩散率；μ 为界面迁移率；ml 

为液相线斜率；cp 为定压比热容；L 为单位体积的结 

晶潜热；σ 为界面能；x0 为过冷熔体初始浓度(摩尔分 

数)；x为熔体实际浓度(摩尔分数)。 

1.2  温度场控制方程 

温度场控制方程为
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式中：p′(φ )为势函数 p′(φ )=φ 2 (10−15 φ +6 φ 2 )对φ的导 
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1.3  溶质场控制方程 

溶质场控制方程为 
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式中：D′为有效溶质扩散系数。若 Ds 和 Dl 分别表示 

固相和液相的溶质扩散系数， k0 为溶质平衡分配系数， 

则 D′可表示为 
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2  计算方法 

2.1  相场参数及材料物性参数 

选择 Ni­Cu 合金作为模拟对象，结合 Ni­Cu 合金 

的物性参数，使用相场法对过冷合金熔体中强界面能 

各向异性作用下的枝晶生长行为进行模拟。Ni­Cu 合 

金的热物性参数及模拟参数如下：Tm=1  594.5 K，L= 
2 100 J/cm 3 ，cp= 4.83 J/(cm 3 ∙K)，σ=3.38×10 −5 J/cm 2 ， 
κ=0.27 cm 2 /s，Ds=1.0×10 −9 cm 2 /s，Dl=1.0×10 −5 cm 2 /s， 
μ=175.3 cm/(K∙s)，ω=0.21μm，ml=0.821 1，k0=0.86， 

α=419，m=0.017，ε  =0.005，γ=0.1，Ωt=0.1，θm=0.378， 
x0=40.38%，空间步长  ΔX=ΔY=0.005，时间步长 
Δt=2.0×10 −5 。 

2.2  数值计算方法 

对传输方程(6)采用交替隐式格式求解，控制方程 
(3)~(5)和(7)，同时采用显示差分格式求解。由于温度 

场方程所采用的交替隐式格式具有任意的稳定性，整 

个计算过程的稳定性受以下条件约束： 
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式中：m′=max(Dl，m)；k′为考虑方程中非线性项而设 

计的修正系数，一般取 1~2。 

2.3  初始条件和边界条件 

开始计算时，假设网格数为 R的球形初始晶核位 

于充满均匀过冷合金熔体的中心(X0, Y0)，在球形区域 

内节点的相场变量初始值为 0，其余节点为 1，即 
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在计算区域边界时，相场、温度场和溶质场的采 

用 Neumann 条件。 

3  结果与分析 

3.1  强界面能各向异性作用下枝晶生长 

图 1(a)、(b)和(c)所示分别为强界面能各向异性下 
γ=0.1 及 Ωt=0.1 时枝晶生长相场、温度场和溶质场的 

模拟结果。模拟计算网格数为 800×800，图 1所示为 

模拟中心 400×400区域的模拟结果。 可以看出，在强 

界面能各向异性下，晶体以枝晶方式生长，4 个一次 

枝晶沿〈100〉方向生长，互成 90°夹角，枝晶主干细长， 

各向异性明显。由于某些方向的生长消失，界面方向 

不连续，枝晶主枝尖端出现棱角，一次枝晶根部出现 

明显颈缩现象。 

从图 1(b)和(c)可以看出，温度和溶质的分布情况 

与枝晶生长相吻合。枝晶尖端深入熔体，热量和溶质 

扩散较快，温度梯度和溶质浓度梯度大，枝晶生长迅 

速；在枝晶根部，由于溶质再分配析出的溶质堆积和 

凝固释放潜热的富集引起过冷度减小， 枝晶生长缓慢。 

此外，先凝固的枝晶主干中心位置溶质浓度最低，后 

凝固的位置溶质浓度较高。 

＜ 
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图 1  强界面能各向异性下 γ=0.1、Ωt =0.1时的枝晶生长模 

拟结果 

Fig.1  Simulation results of dendrite growth under anisotropy 

of strong interface energy at γ=0.1 and Ωt =0.1: (a) Phase field; 

(b) Temperature field; (c) Solute field 

3.2  界面能各向异性强度对枝晶生长的影响 

界面能各向异性强度表示合金熔体凝固过程中界 

面的张力、 厚度及动力学各向异性的程度。 准确理解 

晶体生长界面能各向异性强度是理解和明晰枝晶生长 

理论的关键。但到目前为止，界面能各向异性强度与 

实际物性参数的关系无法用实验方法准确获得。 为此， 

本文作者将研究界面能各向异性强度与凝固过程中枝 

晶生长行为的关系，为确定界面能各向异性强度与实 

际物性参数的关系提供理论依据。 

图 2所示为在Ωt =0.1及 t=30 000Δt时不同界面能 

各向异性强度下的枝晶生长形貌。从图 2 可以看出， 

当界面能各向异性强度 γ 为 0.060 时，界面所有生长 

方向稳定，晶体界面方向连续，枝晶光滑；随着界面 

能各向异性强度的增加，枝晶主干变得细长，枝晶尖 

端生长速度增加，曲率半径减小；当界面能各向异性 

强度增加到 0.068 时，枝晶某些方向的生长开始出现 

缺失，界面方向不连续，枝晶尖端出现棱角。 

为了定量分析界面能各向异性强度对枝晶生长行 

为的影响，计算了枝晶尖端稳态生长速度、尖端温度 

和溶质浓度与界面能各向异性强度的关系，结果如图 
3所示。 

从图  3  可以看出，当界面能各向异性强度小于 
0.065 时， 随着界面能各向异性强度的增加，枝晶尖 

端生长速度迅速增加，因为枝晶尖端的温度和溶质扩 

散层变薄，使热扩散和溶质扩散变得容易，尖端温度 

和溶质浓度降低；当界面能各向异性强度接近临界值 
0.067时， 枝晶尖端生长速度继续增加达到最大值，由 

于凝固析出的大量溶质富集在固−液界面前沿，溶质 

扩散速度小于枝晶生长速度，出现溶质截留现象，枝 

晶尖端溶质浓度增加， 而枝晶尖端温度逐渐趋于稳定； 

当界面能各向异性强度等于临界值  0.067 时，枝晶尖 

端部分生长方向出现缺失，枝晶尖端生长速度和溶质 

浓度分别下降 4.34%和 0.002 7%，枝晶尖端温度变化 

不大；当界面能各向异性强度大于临界值时，随着界 

面能各向异性强度的增加，枝晶尖端生长速度先增大 

到极大值后逐渐减小， 尖端温度和溶质浓度缓慢降低。 

3.3  无量纲热过冷度对枝晶生长的影响 

过冷度对枝晶生长具有决定性的影响。晶核生长 

过程需要克服能垒，只有在过冷条件下才能实现枝晶 

生长过程， 且过冷度的大小直接决定晶核的生长方式。 

在此，对无量纲热过冷度为 0.01~0.125时的 Ni­Cu合 

金枝晶生长形貌及尖端稳态行为进行研究。 

图 4 所示为 γ=0.1及 t=30  000Δt时，不同无量纲 

热过冷度下枝晶生长形貌。从图 4 可以看出，当无量 

纲热过冷度较小时，晶体优先生长方向上没有形成突 

出的尖端，优先生长方向之间的界面近似为平面，晶 

体平衡形貌为类矩形；随着无量纲热过冷度的增大，
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图 2  不同界面能各向异性强度下的枝晶生长形貌 

Fig.2  Dendrite  morphologies  at  different  anisotropy  strengths  of  interface  energy:  (a)  γ=0.060;  (b)  γ=0.065;  (c)  γ=0.068;  (d) 

γ=0.100 

图 3  界面能各向异性强度对枝晶尖端生长行为的影响 

Fig.3  Effect of interface energy anisotropy strength γ on dendrite growth: (a) Dendrite tip velocity; (b) Dendrite tip temperature and 

solute concentration
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图 4  γ=0.1及 t=30 000 Δt时不同无量纲热过冷度下的枝晶生长形貌 

Fig.4  Dendrite morphologies at γ=0.1, t=30 000 Δt and different dimensionless thermal supercooling degrees: (a) Ωt =0.01; (b) Ωt 

=0.03; (c) Ωt =0.05; (d) Ωt =0.1 

优先生长方向上的生长速度增加，优先生长方向之间 

的界面下凹形成曲面，尖端形成枝晶形貌；从类矩形 

形状向枝晶形貌转变时的无量纲热过冷度为  0.05 

(即 22 K)。 

为了定量分析无量纲热过冷度对枝晶生长行为的 

影响，考察枝晶尖端稳态生长速度、尖端温度和溶质 

浓度与无量纲热过冷度的关系，结果如图 5所示。 

从图 5可以看出， 当无量纲热过冷度小于 0.03时， 

随着无量纲热过冷度的增加，枝晶尖端生长速度呈幂 

指数增加，由于枝晶尖端的温度和溶质扩散层较厚， 

枝晶生长释放的潜热和溶质再分配析出的溶质不易扩 

散，使其在界面前沿富集， 尖端温度和溶质浓度增加； 

随着无量纲热过冷度的继续增大，快速生长的枝晶尖 

端深入过冷熔体中，热扩散加快，枝晶尖端温度扩散 

层变薄，枝晶尖端的温度降低；当无量纲热过冷度增 

加到 0.05时，优先生长的尖端形成枝晶形貌，枝晶尖 

端生长速度由呈幂指数增加转变为呈线性增加，溶质 

扩散速度小于枝晶生长速度，出现溶质截留现象，枝 

晶尖端溶质浓度增加、温度降低，枝晶生长由扩散控 

制转变到动力学控制。 

模拟结果显示：当无量纲热过冷度低于  0.05(即 

22 K)时，晶粒以类矩形生长，生长速度与过冷度之间 

呈幂函数关系；而当无量纲热过冷度高于 0.05时，晶 

粒以枝晶生长，生长速度与过冷度呈线性关系，这种 

转变规律与  WILLNECKER  等 [27] 的实验结果基本 

符合。
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图 5  无量纲热过冷度Ωt 对枝晶尖端生长行为的影响 

Fig.5  Effect of dimensionless thermal supercooling degree on 

dendrite  tip growth:  (a) Dendrite  tip velocity; (b) Dendrite  tip 

temperature and solute concentration 

4  结论 

1) 基于 Wheeler 模型和 Eggleston 修正强界面能各向 

异性的方法，建立耦合溶质场和温度场的相场模型， 

研究二元合金强界面能各向异性下的枝晶生长过程。 
2) 在强界面能各向异性作用下， 界面方向变化不 

连续且枝晶出现棱角，枝晶尖端温度梯度和溶质梯度 

较大，枝晶生长迅速，枝晶主干中心溶质浓度较低。 
3) 当界面能各向异性强度低于临界值时， 随着界 

面能各向异性强度的增加，枝晶尖端生长速度增大， 

且在接近临界值处达到最大值；当界面能各向异性强 

度等于临界值时，枝晶尖端生长速度下降  4.34%；当 

界面能各向异性强度大于临界值时，随着界面能各向 

异性强度的增加，枝晶尖端生长速度先增大到极大值 

后逐渐减小。 

4) 当无量纲热过冷度较小时， 晶体平衡形貌为类 

矩形；随着无量纲热过冷度的增加，晶体平衡形貌向 

枝晶转变，枝晶尖端溶质浓度单调增加，尖端生长速 

度先呈幂指数增加后呈线性增加，枝晶生长由扩散控 

制转变为动力学控制。 
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