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积分法在铝合金厚板残余应力计算中的应用 
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摘  要：运用积分法建立剥除层中残余应力与试样变形间的关系，通过离散的变形应变反求残余应力函数。利用

层削法测试物理模型，推导和完善了残余应力解析方法，并结合不同实验手段，描述了沿厚板深度分布的残余应

力曲线。结果表明：在积分法中，分别选用 3 次和 4 次多项式近似厚板淬火和预拉伸应力分布，其结果比较吻合

实际；同时，由于力学测试方法的局限性，需将表层应力数据标定和对板内应力的预测相结合，以提高残余应力

的测量水平。 
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depth in aluminum alloy thick plate 
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Abstract: The relation between residual stress of removal layer and deformation of plate was established by the first kind 

of linear integral, in which the discrete deformation inverse determines the stress function. The analytical method of 

residual stress was introduced and improved by the physical model of removal layer method. With different experimental 

methods, the distribution curves of residual stress along depth in plate indicate that, the calculation of the integral method, 

in which the 3rd and 4th order polynomials approximate the residual stress distribution of quenching plate and 

pre-stretching plate, respectively, matches the real stress state. For limitations of measurement, the combination of 

determination of the surface stress and forecast of stress in plate can greatly enhance the level of measurement. 
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残余应力对金属材料的力学性能和材料抗疲劳、

抗腐蚀特性产生极大影响，一直以来，对残余应力的

测量与控制是铝合金厚板制备的难题，尤其是厚板深

度残余应力的测量[1−2]。对金属内部残余应力的测试方

法中，无损检测技术有中子衍射方法和短波长 X 射线

衍射法，但这类方法对实验硬件条件要求相当高，费

用昂贵，测试的应力值为所测晶面间应变的统计平均

值，是一个局部的宏观应力，且对粗晶粒与不规则织

构轧件材料测试误差较大。因此，对于材料内部宏观

残余应力的检测通常采用有损机械释放测量方法，其

中最常采用的为层削法和裂纹柔度法[3−6]。随着应变片

测试技术的成熟，层削法数学模型得到改善， 
VIRKAR[7]和 PRIME 等[8−10]运用积分法推导了层削法

的计算公式和不确定度函数模型。张旦闻等[11]和郭魂 
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等[12]运用上述方法对铝合金厚板全厚度残余应力测

试研究。王树宏[13]总结了一种改进层削算法(MLRM)，
该方法最先由 GREVING[14]在热涂层复合材料中针对

变弹性常量情况下测定内部残余应力提出，因此，在

各向同性铝合金材料中应用此法同样可行。这种改进

法运用叠加原理求解逐层对应变形的应力大小，将原

本连续的应力分布离散为各应变区间上所产生残余应

力拟合的结果。其算法属于离散方法，在实践中可以

简化计算难度，对称光滑的应力场求解很方便。本文

作者在此基础上，将线性积分形式在层削法数学模型

中的应用进行延伸和分析，总结了该法的建模过程和

计算特点，并结合实验对积分法计算过程中多项式阶

次选择和计算结果进行了比较分析。 
 

1  原理与方法 
 
1.1  积分法 

残余应力是一种产生于材料内部的自平衡弹性

力，测试厚板残余应力的力学方法一般沿厚度方向，

按一定增量步长(厚度)，通过机械方法剥除带有应力

的厚度层，从而使相邻试件因力平衡状态的改变而变

形，用测得的变形反求计算出剥除层应力值。测试中

由于是用一点应变衡量整个厚板的变形，变形量与待

求应力值所依据的实体分离，测定并不在同一个区域

或同一个点，因此无法直接通过变形来反求应力，求

解方法可用积分法。SCHAJER和PRIME[15]采用有损 
测试方法研究，第一类Volterra积分形式描述这种应力

—应变的关系非常有效，即试件剥除后的变形量是剥

除层应力与变形对应力敏感函数(核函数)在剥除厚度

上的积分，这类求解方法称为积分法，该法用离散实

验数据求解得到一个连续变化的应力场分布曲线。 
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式中  t 为剥除层厚度；σ(H)为板厚 H 时的初始应力；

ε(t)为实测应变；f(H, t)为变形对板厚 H 处应力的敏感

函数，即核函数。 
 
1.2  层削法 

由轧制—淬火厚板热应力形成的对称性特点可

知，轧制和淬火热力梯度沿厚度方向，厚板轧向和横

向内应力沿板厚 z 对称分布。由于厚度较之长宽尺度

很小，为简化分析，忽略了厚度方向应力的影响，将

厚板视为平面应力状况，即厚度 z 向的残余应力为 0，

且对称于厚度中性面，σz=0，σx=σx(z)，σy=σy(z)，二分

之一厚板切削过程示意如图 1 所示。应变片贴于厚板

中心处测量。 
 

 
图 1  试件层削法力学模型 

Fig.1  Mechanical model of removal layer method 
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式中  E 为弹性模量；υ为泊松比。以 x 向应变为例，

由残余应力分布力 Fx和力矩 Mx平衡条件得方程： 
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式中  H 为板厚；剥除厚度 t 一层后，应力平衡条件

改变，附加力和附加力矩产生的附加应力 σFx(t)、σMx(t)
与初始应力叠加，构成新的平衡状态。这里选用合适

的铣削参数可以使加工应力很小，可以忽略该应力对

厚板的影响；得到的平衡满足如下条件： 
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沿板厚度 H 方向力平衡示意图如图 2 所示。 

由剥除层后附加力和附加弯矩产生变形的实测应变为 
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联立式(3)、(4)和(5)，应力—应变积分形式： 
 

∫
−

−−
−

=
tH

x tHz
tHE

t
 

0 2 )](46[
)(

1)(ε · 

zzz yx d)]()([ υσσ −                            (6) 
 

通过已知应变求解式(6)中的未知应力较为困难， 
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图 2  应力平衡演变过程 

Fig.2  Evolution course of stress balance 

 
分析厚板热应力形成原因及层削实测应变数据的变化

可知：1) 热应力沿厚板深度可按对称分布处理，淬火

过程对于稳态而言是突变变化，淬火过程中热梯度产

生的热应力变化过程却是连续的，假设厚板是均质的，

则降温曲线可微，不应该存在复合板式的温度折变，

因此淬火热应力函数应该连续可微；2) 对于平板，一

般以一维非稳态热传递模型分析淬火热过程，因此在

其他外场条件如水温、淬火强度等不变的情况下，热

应力呈较为简单的规则分布“外压内拉”或“内压外

拉”；3) 通过层削实验获得的厚板变形应变数据分析

可知，应变曲线连续可微，这说明应力是连续变化而

不致有突变性的变化情形。综合以上因素，考虑到积

分运算的方便，可假设待求残余应力为多项式 P，求

解出待定系数 Ai和 Bi即可。 
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代入式(6)可以求解待定系数[16]，假设都以相同阶

次多项式近似，则 
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式中  
H
t

=α ，待定系数的个数 2i 小于层削次数 m，

矩阵求解式为 
 

}{] ,  ,,[}{ 21 iimimmm vBAccc −⋅⋅⋅⋅=ε             (12) 
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式中  [C]矩阵为 im× ，联立纵向和横向的应变数据

可以求出 Ai和 Bi。当 i=1 时，A1 和 B1 无法求解，可

通过力平衡方程间接求解获得。由于层削法铣削层数

有限，对于 50 mm 厚板 m≤12，所以这就决定了多项

式阶次不会高于 6 阶。 
 

2  实验与分析 
 

2.1  实验方法 
为验证上述积分法算法计算结果的准确性，分别

取不同阶次多项式进行积分法(IRLM)求解，将结果与

改进层削算法(MRLM)进行比较。层削法实验中铣削

过程在LEADWELL V−60A数控加工中心进行，根据

文献[17]中铣削加工参数对加工应力的研究，结合实

验设备条件，铣削选用如下参数所产生的表面加工应

力最小：铣刀转速1 000 r/min，进给速度50 mm/min，

切深小于2 mm(用退火去应力处理后的试样测试时，

测试到的应力小于±10 MPa)。表面应力用符合ASTM 

E 837—2001标准钻孔法测试的方法进行标定，在试件

不同位置测量，取平均值。测试设备为由山东华云提

供的专用钻孔仪器完成。 

实验选用 7075 轧制厚板，用 1 200 mm×220 mm×

50 mm 板，固溶处理方式：475 ℃, 2 h+20 ℃水浴淬

火，自然时效不超过 24 h。将厚板切断分为长 400 

mm(1#板)和 800 mm(2#板)的两块，然后将 2#板进行

2.3%拉伸处理，得到 3#板，最后从 1#和 3#板中各取出

160 mm×160 mm×50 mm 的试样，分别进行层削实

验和钻孔实验，试样位置如图 3 所示。 

 

2.2  结果分析 

分别对淬火板和拉伸板进行了层削实验，在轧向

和横向实测应变数据如图4所示。图4中上部分两条曲

线为淬火板实测应变，下部分为拉伸板实测数据，分

别记录了轧向和横向的变形应变。由图4可以清楚地看

到，拉伸后厚板变形已经明显减弱。力学测试方法难

以对表层应力进行测量，因此需要借助其它无损方法， 
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实验中采用经典的钻孔法完成表面应力数据的测定。

由于材料表面晶粒分布和形状不同于内部，因此表面

各处应力的区别很大。因此在试样表面不同点进行测

量，取平均值以标定厚板表层应力，与力学方法所测

得的深度平均应力拟合，构成厚板深度残余应力描述。

测得表面数据如表1所列。 

 

 

图 3  试样的示意图 

Fig.3  Schematic diagram of sample (mm): (a) Drilling 

location; (b) Sampling location of plate  

 

 

图 4  层削实验后淬火板和拉伸板在横向和轧向的实测应

变曲线 

Fig.4  Strain curves of quenching plate and pre-stretching 

plate along different directions  

表1  钻孔法测得试样的表面残余应力 

Table 1  Determination of surface residual stress for sample 

shown in Fig.3(a) by drilling  

Residual stress/MPa 
Location 

Quenching plate Pre-stretching plate

A −139 − 

B −181 3.0 

C −205 3.4 

D −233 − 

 
从表1中可以看出，经过预拉伸处理后，表层应力

极大消减，同时表层应力分布不均匀，作为参考标定，

淬火板平均表层应力约为−200 MPa，预拉伸板表层应

力在10 MPa以内。 
由层削获得的应变实测数ε(t)，代入式(13)，求解

待定系数，将不能直接求解的第一阶系数A1和B1通过

平衡方程式(3)求解，得到完整的应力多项式。以实验

淬火条件可知，淬火板热应力分布沿厚度中性面对称，

因此可在对二分之一板厚上进行层削法实验。图5所示

为淬火板实验反求沿厚度分布的残余应力曲线。分别

由2~5次多项式积分法求解结果。对于淬火板，厚板

残余应力为“外压内拉”，基本呈抛物线形状分布，用

低阶次多项式描述即可，结合钻孔法标定表层应力约

−200 MPa，选用3次多项式近似淬火板内残余应力，

与改进层削法(MRLM)计算结果的比较如图4(a)所示。

应力为−220~140 MPa，结合表1中淬火板表层应力参

考范围，认为在淬火板应力求算上，应用这两种方法

测得的结果非常接近，这是因为在应力变化平缓情况

下，改进层削法算法下离散结果的拟合与积分法得到

的连续应力函数差异很小。 
 

 
图 5  不同阶次多项式积分求得的应力曲线 

Fig.5  Comparison of solution between removal layer method 

and crack compliance method 
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淬火板应力分布状况在预拉伸变形作用后发生了

很大的变化，由于材料内部塑性变形的不均匀性以及

应变硬化强度随深度波动的缘故，为使变形趋向均匀

性，塑性变形演变在深度方向各层行进的速度不同，

表层的速度快，心部的速度慢，应变硬化强度在表层

增强，使表层变形速度减慢，依此进行。最后，拉伸

后残余应力沿板厚分布并非淬火板时的抛物线形，而

是呈现“波峰”状。为准确描述这种变化，宜选用较

高阶次多项式描述，而过高阶次多项式会使函数对实

验应变误差敏感度高，反而不利于有效结果的求取，

本文作者选用 4 次多项式近似预拉伸板内残余应力。

如图 4(b)所示，两种方法测得的应力变化范围为

−15~29 MPa 和−28~35 MPa，表面应力趋势基本符合

钻孔法测量的范围，应力消减评价较淬火板应力最大

消减率分别为 93%和 88%，拉伸效果符合工业拉伸标

准(＞80%)。 
层削法适合于板材和棒材等规则形状材料，积分 

 

 
图 6  积分法与改进层削法结果对比 

Fig.6  Comparison of solution between removal layer method 

and crack compliance method: (a) Drilling location; (b) 

Sampling location of plate 

法和改进层削算法都是运用相同的弹性力学理论，且

通过试件变形反求应力，但是求解的方法存在差异。

由于改进法是将连续的应力分布假设为分层离散的平

均应力分布，因此计算结果是某一层的应力值，最后

得到的应力分布曲线是这些离散值的拟合曲线。积分

法则恰恰相反，在对板内应力分布做出初步预测的基

础上，预设合适应力多项式，求得连续的应力函数，

从原理上和应用中都较改进层削法具有优势。 
 

3  结论 
 

1) 积分法以离散应变反求板内连续应力函数，揭

示了剥除层变形与应力变化之间关系。 
2) 应力多项式的正确选择基于对板内残余应力

的预测，在此基础上，其描述效果要比改进层削法优

越。 
3) 积分法不仅适合于沿厚板方向应力对称的情

况，也适用于应力不对称厚板。 
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