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摘  要：利用相场法模型，模拟研究含不同尺寸和面积分数的球形和盘形粒子的二维系统中晶粒的长大特征，揭

示第二相粒子对晶粒长大的影响规律。结果表明：初始阶段晶粒长大符合长大指数 n 为 0.3~0.4 的指数长大规律，

其 n 与系统单位面积所含的粒子数量密切相关；晶粒长大过程中绝大多数粒子位于晶界处，其最终的平均晶粒半

径可以用 Zener 关系表示；当粒子尺寸和面积分数一定时，粒子的形状对晶粒的长大过程没有明显影响。 
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Abstract: The grain growth behaviors of two-dimensional systems containing dispersed spherical and discal 

second-phases particles with different sizes and area fractions were simulated, and their effect law on the grain growth 

was revealed using a phase field model. The results show that initially the grain growth follows the power growth law 

with the growth index n ranging between 0.3 and 0.4, and n strongly correlates to the amounts of particles per area. Most 

particles are located at the grain boundaries during grain growth and the final mean grain radius is predicted by 

Zener-relation. The shape of particles has little effect on the grain growth when these particles are of the same size and 

area fraction. 
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第二相粒子具有钉扎晶界的能力，对多晶材料的

晶粒长大有很大的影响。晶粒在长大过程中，由于第

二相粒子限制晶界的移动性，最终使晶粒停止生长，

晶粒达到极限尺寸。早在 50 多年前，SMITH 和
ZENER 研究了随机弥散分布不可移动的硬第二相粒

子对晶粒长大的影响，给出最终晶粒平均尺寸 limR 与 

第二相粒子半径 r 和体积分数 fV的关系：  

b
Vf
rR β=lim                                 (1) 

 
式中  β和 b 均为常数。在 Smith-Zener 假设条件下[1]，

β= 4/3；b = 1。后来的研究者对 Smith-Zener 方法进行

改进，认为在不同条件下，其 β和 b 也不同[2-8]。对于 
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三维系统[7]，在高体积分数 fV条件下，β = 1.8，b = 1/3；
在低体积分数 fV条件下，β = 2/9，b = 0.93。对于二维

系统，其 b 为 0.5，且保持不变[5]。 
 关于 Zener 钉扎作用的实验数据分散大，而且十

分有限，不可能验证不同的假设情况[9]。因此，一些

模拟方法被用来详细研究第二相粒子对晶粒长大的影

响，主要有基于 Potss 模型的 Monte Carlo 法[4, 10−14]、

基于 Vertex 模型的 Front-tracking 法[15−16]和相场模拟 
法[17−20]。最近，MOELANS 等[19]利用相场法(Phase filed 
methods, PFM)二维模拟含弥散分布第二相粒子的多

晶系统中晶粒长大的演变过程(β=1.28，b=0.5)。SUWA
等[20]通过引进动态晶向再分配技术，改进了 Moelans
的算法，实现三维系统的模拟(β=1.28，b=0.5)。刘祖

耀等[21]、张继祥等[22]利用 MC 方法模拟研究晶粒长大

规律，但还未见有关利用相场法模拟第二相粒子对晶

粒长大影响的研究报道。 
 RINGER 等[7]通过实验和理论研究得出，立方体

形状的粒子比球形的粒子阻碍晶界移动的作用更大，

MOELANS 等[19]对不同形状粒子(近似为球形)的模拟

结果表明，第二相粒子形状对 Zener 关系几乎没有影

响。本文作者考虑常见的球形和盘形(蝶形)第二相粒

子，基于连续体相场动力学模型，借鉴 Moelans 的方

法，采用计算机模拟二维系统中第二相粒子的形状和

体积分数等对晶粒长大的影响。 
 

1  模拟原理与方法 
 
 根据扩散界面理论和连续场理论，把非均匀系统

的总自由能 F 写成全部场变量和它们梯度的函数形

式： 
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式中  ki 是能量梯度系数(ki ＞0)；f0 为局域自由能密

度，是 ηi(r)的函数。对 f0的要求是在 2Q 维空间的(η1, 
η2,…, ηQ)=(1, 0, …, 0), (0, 1, …, 0), (0, 0 , …, 1), (−1, 
0, …, 0), …处有相同的 2Q 阶简并最小值。根据文献

[25]，本模拟假设 f0的形式如下： 
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式中  α 和 γ 为大于零的常数，且 γ＞α/2，从而保证

对 f0的要求。 
当第二相粒子与基体的界面为非共格时，粒子对

晶界的钉扎作用主要决定于界面能和粒子的尺寸，而

粒子的微观结构和成分可忽略不计。若粒子的形状尺

寸保持不变，则由于第二相粒子产生的自由能密度可

表示为 
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式中  ε≥α/2；Φ在粒子内为 1，在基体相内为 0。 

整个系统的自由能可以表示成如下形式： 
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ηi 是非守恒场变量，其随空间和时间的演变过程

可以通过依赖时间的 Ginzburg–Landau 方程来描述： 
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式中  Li 是有关晶界迁移率的动力学系数对于晶界能

和晶界迁移率各向同性的系统，其值相同，用 L 表示。

κi用 κ表示。 
 采用周期性边界条件，依靠傅里叶谱法[23]和有限

差分离散法相结合的数值方法求解相场方程，其求解

形式如下： 
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2  模型参数与模拟过程 
 
2.1  模型参数 

模型中参数的选择主要基于正常晶粒长大的相场
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模拟和计算效率上的考虑。为了方便，将 α和 γ的表

达式中取相同的 m，则晶界能正比于 km ，晶界厚度

正比于 mk / 。FAN 和 CHEN[24]认为，k/m 至少取 4
时才能得到合适模拟结果，但晶界厚度已超过 10 
gp(gp 表示格子点数，后面讨论的粒子和晶粒尺寸、

面积等均用 gp 表示)。综合比较模拟精度和模拟效率，

本模拟中取 k/m = 1.5。当 α、γ和 κ给定时，第二相粒

子的界面能主要决定于 ε 的取值，但 ε 的取值范围十

分有限。 
 根据以上分析，本模拟选取 Q 为 36，κ取为 1.5，
α、γ、ε和 L 均取为 1.0。空间步长∆x 取 1.0 gp，时间

步长(无量纲) ∆t 取 0.25。 
 
2.2  模拟过程 
 本模拟中系统为二维，尺寸为 256×256 gp，相

应地，Zener 关系中的体积分数 fv变为面积分数 fa，粒

子形状由3D系统中的球形和盘形分别变为2D系统中

圆形和棒形(习惯上还使用 3D 系统的称呼)。根据

Zener 关系，当粒子的体积分数一定时，晶粒最终尺

寸与粒子的大小成正比，因此，由于系统尺寸的限制，

粒子尺寸不能取得太大。另一方面，考虑到晶界的厚

度以及真实模拟晶界与粒子间的作用，粒子的尺寸有

一个下限值。因此，本模拟中使用的第二相粒子当量 

半径 r ( π/Ar = ，A 为 1 个粒子中格子点数之和)取

值范围为 1.5~3.0 gp，其面积分数取值为 0.005~0.20。 

 为了得到精细的微观结构，每个格点的场变量 ηi

在−0.001~0.001 区间内随机分配小的数值。在模拟开

始时，预先根据面积分数随机生成粒子。利用

MATLAB 语言编程，在 IBM CPU-D3.0GHz 计算机上

进行模拟。 

 

3  模拟结果与分析 

 

3.1  微观结构的演变 

 假设一个可视化函数 ),( trϕ ，其形式如下： 
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当 φ = 1 时，微观结构为白色；φ = 0 时，微观结

构为黑色。通过函数 φ(r, t)将场变量与微观结构联系

起来，用灰度值来表示微观结构的演变。 

分别对含有不同尺寸、不同面积分数的球形和碟

形粒子的二维多晶系统进行计算机模拟，结果如图 1

和 2 所示。 

 

 

图 1  系统中含有第二相粒子时模拟的微观结构演变 

Fig.1  Simulated evolution of system containing second-phase particles at fa = 0.015 and r = 3.0: (a)−(c) Particles are discal; (d)−(f) 
Particles are spherical; (a), (d) Time steps of 500; (b), (e) Time steps of 5 000; (c), (f) Time steps of 20 000 
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图 2  模拟时间步为 20 000 时含球形粒子系统的微观结构 

Fig.2  Simulated microstructures at step time 20 000 for system containing spherical second-phase particles: (a) fa= 0.065, r = 

3; (b) fa = 0.065, r = 2.0 
 

 图 1(a)~(c)所示为 fa = 0.015 和 r = 3.0 时含碟形粒

子的二维系统中微观结构的演变；图 1(d)~(f)所示为 fa 
= 0.015和 r= 3.0时含球形粒子的二维系统中微观结构

的演变。通过比较图 1(a)~(c)和图 1(d)~(f)可以看出，

对于含有碟形和球形粒子的二维系统，只要粒子尺寸、

面积分数以及分布相同，其晶粒长大的微观结构演变

基本相同。 
 在 t = 20 000 时，含有球形粒子系统晶粒的微观结

构演变图(fa = 0.065)如图 2 所示。比较图 2(a)与图 2(b)
可以看出，当粒子尺寸相同时，随第二相粒子的面积

分数增加，平均晶粒尺寸减少；当粒子面积分数相同

时，随第二相粒子的尺寸增加，平均晶粒尺寸增大。 
 第二相粒子在形核时已预先分布于系统中(见图

1)，在初期阶段，当晶粒生长中遇到粒子时，晶粒边

界被第二相粒子所钉扎，所有粒子都位于晶界处；随

着晶粒长大，少数晶粒的晶界能够摆脱第二相粒子的

钉扎(见图 2(a)中的点 A 和 B 处)。然而，晶界逐渐趋

于平直，其脱离粒子钉扎的驱动力也变得愈来愈弱。

因此，在最终得到的微观组织中，大多数粒子仍位于

晶界处，晶界均呈平直形。由于晶粒间的晶界有伸直

的趋势，使晶粒的长大速度变慢，最终使晶粒停止长

大。当模拟时间大于 20 000 以后，平均晶粒尺寸几乎

保持不变。 
 
3.2  含第二相粒子系统的晶粒长大动力学 
 对模拟的微观结构演变图中平均晶粒尺寸随时

间变化进行统计分析，其结果如图 3 所示，其球形和

碟形第二相粒子系统的粒子半径均为 3.0 gp，面积分 

 
图 3  含第二相粒子系统中平均晶粒半径随时间的变化 

Fig.3  Changes of mean grain radius with time for system 

containing second-phase particles with fa = 0.015 and r = 3.0 
 
数为 0.015。 

从图 3 可以看出，当粒子的尺寸和面积分数一定

时，其形状对系统平均晶粒尺寸的演变几乎没有影响，

球形和碟形的数据点基本重合。在开始阶段，晶粒平

均尺寸随时间快速增长，随后速度趋于减慢，至 t =  
20 000 左右时，停止长大。对 t＜6 000 时的晶粒长大

规律进行数据回归分析，得到如下方程： 
 

2  364.0 731.0 tR =  (R2=0.99)                    (9) 
 

对于纯单相系统来说，晶粒长大符合指数长大定

理[9]： nktR = (n = 0.5)。在系统中含有第二相粒子时，

晶粒的长大速率逐渐减小，最终变为零，在一般情况

下，第二相粒子的面积分数越多，则晶粒停止长大愈
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早，相应地，临界平均晶粒尺寸也愈小，定量地符合

平均场理论的预测结果。二维的 Monte Carlo 模拟结

果[4]表明，晶粒长大从符合 n = 0.4 的指数长大阶段突

然转变为停滞长大。Front-Tracking 的模拟[16]得出，在

仅有少量粒子与晶界发生作用时，n=0.5，然后，n 逐

渐减小。本模拟中二维的相场法模拟结果表明，在晶

粒长大的初始阶段，晶粒按 n=0.3~0.4(fa 取值为

0.005~0.20)的指数长大定理生长，当 fa = 0.015 时，n = 
0.364 2；fa = 0.030 时，n = 0.351 1，n 与系统单位面积

所含的粒子数量密切相关。 
 
3.3  第二相粒子对最终晶粒平均尺寸的影响 

 对不同形状、尺寸和面积分数的第二相粒子对晶

粒长大的影响进行模拟研究，分析结果见图 4。同时，

为了便于比较，图中也列出 Longworth 和 Thompson
关于 Al 膜中含有Θ'-CuAl2 盘形沉淀粒子的晶粒长大

实验结果[25]。图 4 中实线为按照 Zener 关系的最小二

乘法拟合曲线，其拟合方程为： 

49.0
alim /39.1 frR =  (R2 = 0.99)                 (10) 

 

 
图 4  最终晶粒平均半径与粒子半径的比率与粒子面积分

数 
Fig.4  Ratio of final mean grain radius limR  to particle radius 

r as function of area fraction of particles fa 

 
Zener 假设晶界是平直的，第二相非共格粒子随

机分布于系统中，且仅距离晶界在 r(粒子半径)范围内

的粒子才对晶界起到钉扎作用。但实际中晶界并非平

直，在粒子附近形成凹痕或链状，粒子对晶界的钉扎

作用距离远超过 r，粒子与晶界的相互作用十分复杂。

虽然 Zener 处理比较粗糙，但其精度已能够满足实际

使用的要求，经常被用来预测含有第二相粒子系统中

最终平均晶粒尺寸。SROLOVITZ 等[4]和 HILLERT[6]

改进了 Zener 关系，分别研究二维和三维系统，得出

二维时 b = 1/2，三维时 b = 1/3。 

 本模拟所得的系数 β = 1.39 和 b = 0.49 比较符合

理论计算的二维系统 Zener 关系，与相场法的其他模

拟结果较接近 [19]。与 Monte Carlo 模拟 [4]结果 (β 
= 9.2 ，b = 0.5)相比，其 β较低，这是由于在二维相

场法模拟中过高地模拟了扩散界面的粒子钉扎作用，

导致 β较低。与 LONGWORTH 等的实验结果吻合得

较好，表明该模拟方法可行，模型正确。 
 模拟中假定粒子的分布、尺寸以及面积分数始终

保持恒定，不随时间变化，是一种比较理想化的情况，

与实际过程有一定的差距。另外，具有扩散界面特点

的相场法虽然克服了尖锐界面的一些缺点，但带来的

问题是细小的粒子尺寸也往往大于晶界厚度，夸大了

粒子的钉扎作用。与 Monte Carlo 和 Front-tracking 等

模拟方法相比，相场法模拟技术具有较高的模拟精度，

可以完全描述含有第二相粒子系统中微观结构的演变

过程，能够预测晶粒长大的变化规律。 
 

4  结论 
 

 1) 在晶粒形核前，第二相粒子已预先弥散分布于

系统中时，晶粒长大过程中绝大多数粒子位于晶界处，

粒子表现出强烈地钉扎晶界的作用，其最终的平均晶

粒尺寸 limR 符合 Zener 关系： 49.0
alim /39.1 frR = 。 

 2) 在含第二相粒子的系统中，晶粒长大符合指数

长大规律，但其长大指数 n(0.3≤n≤0.4)明显小于纯单

相系统的 n = 0.5，n 与系统单位面积所含的粒子数量

密切相关。当 fa = 0.015，r = 3.0 时，其晶粒长大方程

为： 2  364.0 731.0 tR = ； 
 3) 粒子尺寸和面积分数一定时，粒子的形状对晶

粒的长大以及对晶界的钉扎作用没有明显影响。 
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