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晶粒长大的 Monte Carlo 模拟方法 
——递归统计法测定晶粒度 
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摘  要：应用Monte Carlo(MC)法模拟在周期性边界条件下的晶粒长大行为。利用MC法模拟时，晶界处格点的迁

移引起晶粒的长大，根据这一主要特征提出一种精确快速的测定晶粒度的新方法—递归统计法，然后采用递归统

计方法测量晶粒度。结果表明，递归统计法测得的晶粒度比截点法的更精确，而且测量精确度不受模型的格点类

型以及晶粒的尺寸、形状等的影响，测量速度比其他统计方法要快。 
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Monte Carlo simulation of grain growth 
—Recursive statistics method of grain size 
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(School of Physical Science and Engineering, Guangxi University, Nanning 530004, China) 

 
Abstract: Monte Carlo method was used to simulate grain growth process under periodic boundary condition. A new 
improved measurement method of grain size named recursive statistics method was introduced according to the fact that 
grain growth induced by displacement of single lattice around the grain boundary, and then the recursive statistics method 
was used to measure grain size. The results show that the grain size measured by the recursive statistics method is more 
accurate than the one measured by intercept method; the lattice types of method, sizes and shapes of grains cannot affect 
the measurement accuracy of the recursive statistics method; and the measuring speed of statistics method is faster than 
those of other statistics methods. 
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在纯金属、合金、陶瓷等多晶材料中，晶粒长大

是最普遍的现象，对材料的性能有很重要的影响。目

前应用最多且较成熟的模拟晶粒长大的方法是Monte 
Carlo(MC)法[1−4]，这是因为MC模拟可以揭示材料组织

演变时拓扑学和动力学特征，可以进一步将其与实际

的工艺过程结合，模拟在一定的工艺条件下的材料微

观组织的演变情况。 
在MC模拟晶粒长大、分析模拟结果的研究中，

统计晶粒尺寸是一个必不可少的环节。目前，对晶粒

数目的统计通常采用截点法[5]、快速标记算法[6]和图像

跟踪技术。张继祥，关小军等[7]用近似定量金相方法

即截点法计算出晶粒尺寸；莫春立等[6]利用光标在模

型中按行列逐点标记和修正的方法即快速标记算法计

算出晶粒尺寸。经过分析，截点法近似测量[5]模拟实

验的晶粒度，没有充分发挥出计算机模拟实验的优势，

而快速标记算法又因逐点修正引起了计算量的大幅度

增大。因此，本文作者根据模拟时模型的格点迁移形

成晶粒以及晶界这一主要特征[8−13]，提出了一种高效

快速的精确统计算法，即递归统计法。这种算法利用

统计模型中格点数，因而能精确统计出模拟过程的晶 
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粒度，弥补了截点法在模拟实验中测量晶粒度的不足；

并且采用递归游走的方式测量晶粒度，不需要修正计

算，大大减小了计算量。 
 

1  Monte Carlo模拟晶粒长大算法的

描述 
 
美国Exxon小组首先将Monte Carlo方法应用到晶

粒长大过程模拟[1−4]，其主要内容如下。 
将所选定的二维平面区域离散为若干微小的正多

边形单元(如三角形、四边形或六边形)，对于每个单

元，从Q(Q＞1)个整数中随机地选取一个作为其微观

取向，相邻的相同取向的小单元构成一个晶粒，相邻

的不同取向的单元之间形成晶界(如图1所示)。晶界能

由选定的单元与其若干最相邻的单元的微观取向组合

来定义，可描述为 
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式中  Si为中心格点的取向；Sj为中心格点邻近格点的

取向；J为常数，其取值与界面能有关；
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晶界能的减小引起晶界的迁移。其算法的实现过

程为 
1) 确定单元的结构，对所计算的二维区域进行单

元划分。 
2) 将该区域映射到一个二维矩阵中，并对该矩阵

进行初始化(给该矩阵的每一个元素随机地赋予一个

1~Q的整数，该整数代表其对应单元的取向)。 
3) 随机地选取一个单元，计算该单元的自由能

E0。 
4) 从其他Q~1个可能的取向中随机地选取一个

赋给该单元并且计算其自由能E1。 
5) 比 较 单 元 取 向 改 变 前 后 的 能 量 差

∆E(∆E=E1−E0)。新取向是否被接受，由下式判断： 
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式中  k为玻尔兹曼常数；T为温度。N个这样的再定

向尝试就构成了一个Monte Carlo步(MCS)。 
6) 晶界处一系列单元取向的转变就构成了晶界

的迁移，其迁移速度可由下式表示： 
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式中  C为晶界迁移率；∆Gi为局部自由能。式(3)与经

典晶粒长大速率是一致的。 
 

 

图 1  二维矩阵单元的晶粒结构 

Fig.1  Grain structure of 2-D matrix (The numerals express 

microcosmic direction of unit grid) 

 

2  晶粒尺寸的精确快速统计 
 
在模拟过程中，需要随时对晶粒的大小进行统计。

但由于模拟过程中，晶粒是随机长大的，其尺寸、形

状和分布无规律，有的呈现多边形，有的呈仿锤形，

并且晶粒之间互相嵌入给晶粒统计带来了困难。为了

方便统计，在用本文介绍的递归统计法统计晶粒尺寸

之前需先对模型进行分级。 
 
2.1  模型的分级 

从MC模拟方法的基本思想和算法可以知道，晶

粒长大时晶界处的格点迁移是该模拟方法的主要特 
征[6−13]；晶粒长大过程都是由模型点阵内一系列单元

取向的转变构成晶界的迁移而实现的；模型中任何形

状的单位晶粒都是由一系列的点阵格点组成的。测定

晶粒度，实质是统计各单位晶粒所占的格点数。递归

统计法是基于模型格点(例如potts格点)的特征以及晶

粒模拟长大时只考虑最近邻的格点的影响等特征提出

的，因此，为了方便统计格点数，首先把单位晶粒占

据的所有格点，按照被统计的先后顺序分为一级格点、

二级格点、三级格点、直至n级格点。 
模型的分级是为了能在统计时使统计步骤形成递

归关系。本文以二维蜂窝状格点为例，介绍在晶粒统

计计算时，对晶粒占据的所有格点进行分级的方法(分

≤ 
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级方法如图2所示)和优点： 
1) 统计每个单位晶粒时，第一个统计到的格点即

为源格点，源格点周围的所有最近邻的格点为一级格

点，一级格点最近邻除去已分级格点的所有格点称为

二级格点，同理可对整个单位晶粒占据的所有格点进

行分级； 
2) 源格点最近邻最多有6个比自身低一级的格

点，而一级及更低的格点最近邻最多只有3个比自身低

一级的格点； 
3) n级格点(也称末级格点)最近邻没有比自身低

一级的格点； 
4) 对模型分级后，统计计算晶粒度时可以改变传

统的行列统计模式，而采用按格点的等级从高到低游

走模式统计； 
5) 由于除中心源格点外，其他格点的性质完全一

样，统计步骤和条件也必然完全一样，因此该统计过

程可以利用递归原理进行统计； 
6) 分级时，容易对模型边界的格点引入周期性边

界条件，其周期边界条件的引入方法与MC模拟过程

相似。 
总之，为了能够使模型的格点在统计时形成递归

关系，必须对不同的格点类型进行适当的分级，分级

后的格点形成图2所示的关系，按照其级别高低形成从

小到大的包围圈。本文提出的递归统计方法正是应用

各个包围圈的性质相同这一特点使统计过程形成递归

关系。对于不同的格点类型，只需对格点按照前面介

绍的方法进行分级后，就可以应用递归统计法进行晶

粒统计；对于三维点阵模型，也可以用同样的方法进

行分级，分级后仍然可以用同样的统计方法统计晶粒

度，只是各个包围圈转变成立体包围。 
 

 
图 2  模型的分级 

Fig.2  Classification of model 

2.2  递归统计方法 
对晶粒统计分析时，递归统计法是利用光标在模

拟结果的数值阵点中游走时形成的递归关系，然后用

计算机实现这种递归关系而统计出阵点数目的方法。 
晶粒递归统计的具体步骤如下。 
a. 首先把晶粒中的任意一个格点定为中心源格

点，晶粒占据的所有格点就以该格点为基准进行分级。

中心源格点选定后，晶粒占据的所有格点的性质也就

确定下来。用传统的行列游走统计一个晶粒尺寸未知

的晶粒时，由于晶粒的形状不规则，所以游走的退出

条件不确定，就产生了统计过程中繁琐的修正，导致

了计算量增大等缺点。然而递归统计法，首先对晶粒

占据的所有格点进行分级，然后根据格点等级规定统

计游走的每条路径都从高级的格点一直游走到最低级

的格点才退出，也就是说光标只有到达晶粒的边界才

会结束统计。 
b. 以蜂窝状模型为例对统计过程进行说明。首先

按照前文介绍的分级方法对模型格点进行分级。假设

二级格点即是末级格点，统计过程的游走路径如下： 
1) 从中心源格点开始游走到第一个一级格点； 
2) 判断该格点是否是末级格点，如果是末级格

点，则执行3)步，否则执行4)步； 
3) 游走到下一个一级格点，并执行2)步； 
4) 游走到第一个二级格点； 
5) 判断该格点性质，如果是末级格点，则执行6)

步，否则继续向低级格点游走； 
6) 如果仍有二级格点没有统计，则游走到下一个

二级格点，并执行5)步，否则执行3)步。 
c. 统计过程形成递归关系。本文把统计过程2)、

3)步的循环过程称为一级格点循环过程；第5)、6)步的

循环过程称为二级格点循环过程。依此类推，有三级

格点循环过程、四级格点循环过程……n级格点循环过

程。 
图3所示为步骤b。可以看出，二级格点循环过程

是包含在一级格点循环过程中。在统计晶粒时，如果

末级格点不是二级格点，那么这样包含着子循环的循

环过程就不止一个，这些相互包含的循环过程形成了

递归循环关系。这种递归循环关系将一直保持到末级

格点才会消除，循环才会随之停止，这样才算是完成

了一次递归过程。于是，统计过程就从中心源格点一

直游走到晶粒的边界，并且对统计过的格点进行标记。

结束一次递归过程后，重新从未标记过的格点中任选

一个格点为源格点继续进行递归统计，直到全部格点

都被标记为止，晶粒度的统计也才完成。 
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图 3  递归统计流程图 

Fig.3  Flowchart of recursion statistics 

 

3  模拟结果分析 
 
采用600×600 Potts (菠茨)格点。每一个格点都给

定一个取向Q (Q的取值范围为1~64)，并引入周期性边

界条件。图4所示为晶粒组织随时间的延续不断长大演

变过程的模拟结果。可以看出，随着模拟时间的增加，

平均晶粒度明显增大，晶粒长大是大晶粒吞噬小晶粒

的结果；晶界交点处大都是三晶界相交，交角基本上

等于120˚。 
为了得到晶粒长大指数n的精确数值，可以由   

lg Rm—lg t直线的斜率求出[14]。图5(a)所示为本文模拟

结果得到的lg Rm—lg t曲线，基本上接近于一条直线，

其中，R的计算采用本文介绍的递归统计法，R的单位

为μm，t的单位为MCS。根据最小二乘法将模拟数据

耦合为直线，从直线的斜率得出平均晶粒长大指数

n=0.460 3。 
宋晓艳等[15]对MC模拟方法作了改进，改进后平

均晶粒长大指数(≥0.485)比Anderson等[1]的模拟结果

(0.414±0.03)更加接近于理论值(0.5)[16]。本文采用经

宋晓艳等改进过的模拟方法，晶粒度的测量方法使  
用本文介绍的递归统计法，测得的晶粒长大指数 

 

 
图 4  晶粒长大组织演变的模拟 
Fig.4  Simulation images of microstructure evolution of grain growth: (a) 500 MCS; (b) 2 000 MCS; (c) 5 000 MCS; (d) 10 000 
MCS 
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图 5  lg Rm—lg t的模拟曲线及其拟合直线 

Fig.5  Simulation curves of lg Rm—lg t and its fitting line: (a) 

Simulation curve of lg Rm—lg t; (b) Simulation curve using 

recursion and intercept method 

 
(0.460 3)与文献[15]中用传统的测定方法得到的模拟

的结果 (≥0.485)有偏差。 
图5(b)所示为分别用递归统计法与截点法测定晶

粒度结果的比较。从图中可以看出，对于同一个模拟

结果进行晶粒度的测量，用截点法测的数值要比递归

统计法测得的结果大。因为模拟时间比较短时，晶粒

的数目比较多，而且在所有晶粒中不规则的晶粒占了

多数，这时采用截点法测量的晶粒数目就会比模拟的

实际结果要偏多，所以得到的晶粒半径比模拟实际结

果偏小；到了模拟后期，随着晶粒长大，晶粒数目越

来越少，晶粒形状也变得较为规则，这时用截点法测

得的结果，才较为可靠。从总的测量结果来看，用截

点法得出的晶粒长大指数比实际模拟值要偏大，测量

到n值为0.488 6，其测量到的n值要比模拟结果的实际

数值要大得多，其偏差程度受晶粒形状的影响比较明

显。而本文所采用的新计算方法是利用统计模拟结果

中每个晶粒在点阵中所占据单元格的总个数而得到晶

粒度，所以测量到的n值更接近于实际模拟值。 
 

4  结论 
 

1) 结合MC模拟晶粒长大时边界迁移的特征以及

所应用的模型特点，提出了一种测量晶粒度的新方法

——递归统计法。 
2) 该方法比截点法能更精确地测量晶粒度，而且

测量速度比截点法要快；不受模型点阵类型的限制，

四方、六方和三角等点阵均适用。 
2) 该方法对形状不规则的晶粒仍能得出准确的

统计结果，并适合于二维和三维点阵模型；在有无周

期性边界条件下均可精确计算晶粒个数、尺寸等参数。 
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