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三维 Monte Carlo 法模拟不同点阵类型的晶粒长大过程 
 

刘运腾，关小军，申孝民，麻晓飞，王丽君，曾庆凯，禹宝军 
 

(山东大学 材料科学与工程学院，济南 250061) 

 

摘  要：利用 Monte Carlo 方法模拟了 300×300×300 三维正常晶粒长大过程，研究密排六方点阵的应用可行性及

其特点，比较不同点阵结构以及不同范围的近邻结点的能量计算对晶粒长大过程的影响。通过综合分析晶粒长大

动力学和拓扑结构发现，密排六方的点阵结构以及考虑更大范围近邻结点的能量计算方式更适合正常晶粒长大过

程的模拟。 
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Abstract: A 300×300×300 three-dimensional normal grain growth was simulated by using Monte Carlo method. 

Different lattice types and energy calculations considering different neighboring sites ranges were compared. It could be 

found that the triangular lattice and energy calculations considering a wide neighboring sites range are much more 

appropriate to simulate grain growth by comprehensive analyzing grain growth dynamics and topological microstructure. 
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计算机模拟是研究多晶体材料组织演变的有效方

法，其中 Monte Carlo(MC)方法是广泛采用的一种。

ANDERSON 和 SROLOVITZ[1−2]首先将这种方法用于

晶粒长大过程模拟，随后，RADHAKRISHNAN 等[3]

对这一模拟方法进行了改进。近年来，二维 MC 模拟

得到了深入的研究并应用到异常晶粒长大、二相粒子

和织构等相关组织演变的模拟[4−9]。 
由于金属(或合金)、陶瓷等材料的组织演变大多

发生在三维空间，因此三维计算机模拟相对二维模拟

更具有实际意义。目前，三维 MC 模拟大多基于立方

点阵模型[9−13]，关于其密排六方点阵的应用还未见报

道。通过二维 MC 模拟发现，六边形点阵比四边形点

阵更适合晶粒长大模拟，并且得到广泛的应用。因此，

本文作者建立密排六方点阵的三维 MC 模型进行正常

晶粒长大的模拟，并把模拟得到的晶粒长大拓扑结构

和动力学与立方点阵模型的进行全面比较。 
 

1  MC 模拟方法和过程 
 

三维 MC 模拟基本过程与二维 MC 模拟相似。 
1) 划分点阵 
将多晶体基体离散成规则分布的点阵(ii× jj×

kk)，每个结点随机赋予一个整数 Si(1≤Si≤Q)，代表

该结点处晶粒的取向，Q 是最大取向数。取向相同的

相邻结点表示处于一个晶粒内部；相邻结点取向不同， 
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则认为这两个结点处于晶粒边界，晶界从两点之间穿

过。 
2) 能量描述 
晶粒长大的驱动力是晶界能的降低，晶界能可由

哈密顿函数描述： 

∑ −=
nn

j
SS ji

JE )1( δ                            (1) 

式中  J 是晶界能的一个量度，在正常晶粒长大中假

设 J=1；nn 是结点 i 的近邻结点数。δab是 Kronecher
函数，当 a=b时，δab=1；当 a≠b时，δab=0。 

3) 模拟过程 
采用逐步迭代方法模拟晶粒长大。首先，从系统

中随机选择一个结点，尝试将该结点取向 Si变为近邻

取向(随机从近邻取向中选取)Sj，计算转变前后的能量

E，如果能量降低或不变，取向转变成功，如果能量

升高，转变成功的概率为：exp(−∆E/kT)，其中∆E 是

取向转变后能量增加值，k是波尔兹曼常数，T为模型

温度；然后，随机选择下一个结点，重复前面过程。

每尝试 ii×jj×kk 次即为一个 Monte Carlo 步(Monte 
Carlo Step，简写为 MCS)。 
 

2  模拟的条件 
 

2.1  模拟的点阵类型 
图 1 和 2 所示分别为简单立方点阵和密排六方点

阵的示意图。如图 1 和图 2 所示，本文建立了两种类

型的点阵：简单立方点阵和密排六方点阵。简单立方

(图 1(a))在模拟过程中考虑第一、第二和第三近邻点，

共 26 个近邻结点。若计算结点周围能量是仅考虑最近

邻点，如图 1(b)所示共 12 个近邻结点。若考虑次近邻

的，如图 1(c)共 50 个近邻结点。密排六方点阵的示意

图如图 2 所示，采用 ABCABC 类型的点阵结构。基

于以上两种点阵类型及其能量计算时考虑的近邻结点

数，本研究建立了如表 1 所列的 3 个模型。 
 
表 1  3 种不同类型点阵模型 

Table 1  Three models with different lattice types 

Model Lattice type 
Numbers of neighboring sites for

energy calculations 

1 Cubic 26 

2 Triangular 12 

3 Triangular 50 

 

 

图 1  简单立方点阵和密排六方点阵示意图 

Fig.1  Sketch diagrams of cubic(a) and triangular lattice(b), (c) 

 

 
图 2  密排六方点阵(ABC)示意图 

Fig.2  Stacking modes of two-dimensional lattice planes to 

form a three-dimensional triangular lattice (ABC type) for MC 

simulation 

 
2.2  模拟的初始条件 

本研究分别基于上述 3 种模型进行模拟：点阵尺

寸为 300×300×300，最大取向数为 10 000，模型温

度 T=2 J/K，初始组织通过随机赋值产生。本研究的模

拟结果是 5 次模拟结果的平均值。 
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3  模拟结果 
 
3.1  三维正常晶粒长大的组织及其演变动力学 

图 3 所示为三维晶粒长大的微观组织及其演变。

图中不同的颜色表示不同的晶粒取向。可以看出，模

拟组织的形貌与实际晶粒组织非常相似。因此，简单

立方与密排六方的点阵结构都能模拟正常晶粒长大过

程。 
正常晶粒长大的动力学方程为[14] 

BtRR mm =− 0                                (2) 

式中  R和 R0分别为 t时刻和开始时刻的平均晶粒尺

寸；m为 Hillert 指数，晶粒长大指数 n=1/m；B为一

个与晶界迁移率有关的常数。根据统计模型，

HILLERT[13]得到 m=2 的统计理论值，因此，晶粒长大

指数的理论值 n=0.5。 
本研究把 R0、m和 B做为拟合参数，以式(2)为拟

合公式得到晶粒长大指数，如图 4 所示。从图中的晶

粒长大指数可以看出。模型 3(密排六方)的结果最接近

理论值。模型 2(密排六方中能量计算仅考虑最近邻结

点)得到的晶粒长大指数与理论值相差较大。这与文献

[15]中仅考虑最近邻结点模型的模拟结果相似。因此，

在 MC 模拟过程中，应该考虑较大范围的近邻结点对

结点取向转换的影响。 
 
3.2  三维晶粒长大的拓扑结构 

图 5~7 所示分别为平均晶粒面数 F 随时间的变

化、500 MCS 时晶粒面数的分布和晶粒尺寸分布。从

图 5 中可以看出，3 个模型的平均晶粒面数都在 13 到

14 之间，模型 1 和 3 的不同时刻的平均晶粒面数是非 
 

 
图 3  不同类型点阵不同模拟时间下的微观组织 
Fig.3  Evolution of microstructure of different models: (a) 100 MCS for cubic lattice; (b) 500 MCS for cubic lattice; (c) 1 000 MCS 
for cubic lattice; (d) 100 MCS for triangular lattice; (e) 500 MCS for triangular lattice; (f) 1 000 MCS for triangular lattice 
 

 
图 4  不同模型模拟得到的晶粒长大指数 
Fig.4  Grain growth exponent for different models 

 
图 5  平均晶粒面数随时间的变化 
Fig.5  Evolution of average number of grain surface 
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图 6  晶粒面数(F)的分布(500 MCS) 

Fig.6  Distributions of grain surface number for 500 MCS 
 

 
图 7  晶粒尺寸分布(500 MCS) 

Fig.7  Distributions of grain size for 500 MCS 

 
常接近的，并且在 1 000 MCS 时平均晶粒面数都在

13.5 左右。这与 Coxeter 理想多面体晶粒组织统计模

型[16]的平均晶粒面数为 13.398 相吻合。从图 6 中可以

看出，3 个模型模拟的晶粒面数分布都符合 Lognormal
分布。可见，3 个模型在晶粒面数模拟结果方面都能

得到与理论分析相吻合的结果。 
由图 7 可知，模型 1 和模型 3 产生的结果相近，

而模型 2 的晶粒尺寸分布明显偏于小尺寸。这从另一

方面证明了模拟过程中能量计算时仅考虑最近邻点是

不合适的，所得到的晶粒尺寸分布与正常晶粒长大过

程不符。 
 

4  结论 
 

1) 密排六方点阵模型的晶粒长大指数更接近理

论值。 

2) 两种点阵模型都能够模拟出理论所预测的晶

粒面数分布。 
3) 通过研究不同近邻结点对模拟结果的影响可

知，考虑更大范围近邻结点的能量计算方式更适合对

正常晶粒长大过程的模拟。 
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