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Al-Cu 合金凝固枝晶生长的数值模拟 
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摘  要：基于元胞自动机方法构建了枝晶生长数值模型，并将其应用于 Al-Cu 二元合金凝固过程的模拟。在该模

型中，枝晶尖端生长速度模型基于溶质守恒建立。模拟过程中重点考虑不同冷却速率及形核条件对柱状树枝晶形

态与溶质偏析的影响。计算结果表明，凝固过程中溶质易于富集在枝晶臂之间的封闭或半封闭区域。同时，随着

冷却速率加大，晶界偏析变得更为显著。形核密度在一定程度上影响着枝晶形态，特别是影响着二次和三次枝晶

的生长。 
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Abstract: A dendrite grain growth model that is based on cellular automaton method was developed and applied to 

simulate the columnar dendrite grain growth during the directional solidification process of Al-Cu binary alloys. And the 

velocity model was based upon the solute conservation at the solid/liquid interface. The influences of different cooling 

speeds and different nucleation conditions on the dendrite morphologies and solute segregation were considered. The 

results indicate that the solute of high concentration liquids is easy to concentrate in the closed or semi-enclosed zones 

among secondary or tertiary dendrite arms. The grain boundary segregation becomes more severe when the cooling speed 

is increased. At the same time, the nucleation density affects the dendrite morphologies, especially the growth of 

secondary and tertiary dendrite arms. 
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凝固过程中的枝晶生长，是一个复杂而重要的物

理现象。实际工业生产过程中，金属或合金的凝固是

一个不平衡的连续冷却过程，具有高温、动态等特点。

因此，基于实验实时观察、检测凝固过程中的微观组

织演变具有一定困难。随着计算机技术的日新月异和

计算材料科学的迅速发展，宏观温度场及流场的计算

已日趋成熟[1−2]，模拟凝固过程中的微观组织演变已成

为可能。对凝固过程微观组织进行数值计算与模拟， 
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不仅有利于凝固理论研究的深入，而且对预测和控制

微观组织和性能具有指导作用，在理论研究和工程应

用上都具有深远意义。因此，近些年来，模拟凝固过

程枝晶生长成为一个新的研究热点。 

近 20 年以来，多种数值计算模型被应用于凝固过

程枝晶生长的模拟。例如，ANDERSON 等[3]和 SPITLE

等[4]运用 Monte Carlo(MC)方法模拟了凝固过程晶粒

生长[3−4]。其模拟结果在晶粒尺寸的计算、柱状晶到等

轴晶转变的再现等方面取得了不菲的成果。GANDIN

和 RAPPAZ [5−6]使用 Cellular Automata (CA，元胞自动

机)方法，结合凝固过程传热的计算，对凝固过程枝晶

生长进行了模拟。与此同时，相场方法也在凝固过程

枝晶生长模拟中得以应用[7−8]。在上述各种方法中，

CA 法由于其具有物理基础明确、计算量可控等优点，

目前在凝固过程枝晶生长的模拟中得到了广泛的应

用。 

元胞自动机应用于凝固过程组织模拟时，主要以

凝固热力学、晶粒形核和生长动力学为依据，考虑了

形核位置与生长取向的随机性。它克服了 Monte Carlo

方法物理基础不明确等缺点，并且能考虑过冷度和溶

质扩散等多重因素的影响。WANG等[9]和DONG等[10]、

BROWN[11−12]、GANDIN 和 RAPPAZ[5−6]、XU 等 [13]、

ZHU 等[14]、LAN 等[15]在该领域进行了卓有成效的工

作，建立了元胞自动机与有限差分(CA-FD)、元胞自

动机与有限单元法(CA-FE)的联合模型，并能基于三

维非均匀温度场计算枝晶生长，取得了比较满意的结

果。 

关于柱状树枝晶的生长，部分研究局限于介观层

次晶粒的模拟，而没有研究枝晶臂的生长[16−17]；或者

只研究了等轴晶的生长形态[18−19]。为此，本文作者基

于 CA 方法进行 Al-3%Cu 合金定向凝固枝晶生长模拟

的研究，在溶质守恒的基础上建立枝晶尖端生长速度

模型。在设定的温度场的前提下，模拟计算一定形核

条件下柱状树枝晶的生长，再现二次、三次枝晶生长，

晶界偏析，以及不同晶粒之间的竞争生长等微观现象。 
 

1  模型的建立 
 

1.1  CA 模型 

二维体系中，一个元胞的形态通常可取为规则的

正方形、正三角形或正六边形元胞。在正方形元胞体

系中，对一个元胞的邻居关系结构最常用的有两种方

式： 

1) Von-Neumann 型邻居关系 

它只考虑 4 个最近邻元胞，这种邻居关系也称为

四邻居关系。 

2) Moore 型邻居关系 

它除了包括 4 个最近邻元胞，还考虑了对角位置

的 4 个次近邻元胞， 因此周围共考虑 8 个邻居元胞，

它也称为八邻居关系。 

相应于 Von-Neumann 型邻居关系的元胞自动机

规则可描述为 
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式中  t

jia ,  为标号为(i, j)的元胞在 t 时刻的状态, φ

为状态转变函数即演变规则。演变规则的确定依赖于

对系统宏观过程和真实物理机制的了解。本研究采用

正方形元胞体系，Von-Neumann 型邻居关系。 

在基于元胞自动机计算凝固组织的研究中，目前

KGT 模型被广泛地应用在生长速度计算方面。KGT

模型建立在“枝晶尖端拥有理想抛物线形状，以稳定

的速度生长”等假设的基础上，并且动力学的过冷通

常被忽略。这个模型对于一次枝晶的平均生长非常有

说服力，但不能用于模拟非均匀间隔的枝晶尖端间的

相互作用。同时，对于有复杂形式溶质场相互作用的

二次枝晶臂和三次枝晶臂的生长情况，KGT 模型也是

无效的[9]。为此，本文作者基于枝晶尖端溶质扩散守

恒，参考了 NASTAC[20]关于枝晶尖端生长的模型，建

立了 Al-3%Cu 合金凝固过程枝晶生长的速度模型。 

 

1.2  枝晶生长速度模型 

本研究基于枝晶尖端溶质守恒构建生长速度模

型。如图 1 所示，将枝晶尖端简化为足够小的平面   

时可以发现，在一个时间步∆t 内，由液相转变为固相 

的体积为 zytVx Δ⋅Δ⋅Δ⋅ ) ( ，其相应的溶质排放量  

为： )() ( *
S

*
L CCzytVx −⋅Δ⋅Δ⋅Δ⋅ 。 

考虑 *
L

*
S kCC = ，于是在 x 轴方向有如下的溶质守

恒： 
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y 轴方向的情况与此类似。于是，可以得到如下公式： 
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式中  Vn是边界的生长速率，n 是固液界面指向液相

中的法向单位向量。在考虑上述模型的通用性时，

NASTAC[20]于 1999 年在上述公式中引入了固相分数，

从而建立了一个统一的速度模型： 
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关于溶质扩散及生长速度模型的更多细节，请参

考文献[20−21]。 
 

 

图 1  单元体生长示意图[21] 

Fig.1  Sketch of growing in cell [21] 
 

1.3  边界条件和初始条件 
本研究计算中采用周期性边界条件。参照 DONG

等的数据[10]，对于 Al-Cu 二元合金，模拟所需各种初

始参数的设定如表 1 所列。 
本研究的计算中，计算区域内的单元以相同的冷

却速率冷却。凝固过程被假设为类定向凝固，在一定

区域内以柱状枝晶的形态生长。 

表 1  所使用的材料的性能和模拟参数[10] 

Table 1  Material properties and model parameters used in 

simulations[10] 

Parameter Value 

TL 925 K 

TS 863 K 

mL −2.717 K/% 

mS −27.65 K/% 

K 0.098 

DL 3.4×10−9 m2/s 

DS 3.4×10−12 m2/s 

Г 1.0×10−7 K·m 

c0 3.0% 

A 5 μm 

∆t ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

LD
a

V
a 2

max
,min

5
1  

 

2  枝晶生长的数值模拟 
 

在 1 mm×1 mm 的区域内，晶粒在该区域边缘形

核并向过冷液体中生长。计算单元的尺寸为 5 μm，即

1 mm2的区域被剖分为 200×200 的网格。在计算过程

中，对不同冷却速度和形核条件下 Al-3%Cu 合金凝固

过程枝晶生长形态进行模拟。 
 

2.1  柱状树枝晶生长 
图 2 所示为等间距的 5 个晶核在 200 K/s 的冷却

速率下不同时刻的生长形态。图 2(a)~(d)所示分别为

计算 70 000、150 000、200 000、250 000 CAs(CAs 为
元胞自动机时间步)后的柱状枝晶形态。 

对于 Al-3%Cu 合金体系，生长过程的原子堆积以

粗糙界面(非小平面界面)的方式进行。凝固过程中，

由于成分过冷的效应导致晶粒以柱状枝晶的形态生

长。铝为面心立方结构，通常情况下，枝晶的各次晶

轴均沿<100>晶向族的方向长大，且相互垂直。 
在生长初始阶段，柱状枝晶各自快速地向过冷熔

体中生长，如图 2(a)所示。由于温度下降很快，每个

柱状枝晶的生长速率非常接近，柱状枝晶之间的竞争

生长并不明显。在柱状枝晶之间，由于一次枝晶表面

的不稳定，已有明显的二次枝晶出现。150 000 CAs
的柱状晶形态如图 2(b)所示，此时的枝晶生长已经开

始趋于稳定，一次轴方向上的竞争生长已经难以出现。 
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图 2  不同时刻的柱状树枝晶形态 

Fig.2  Morphologies of columnar grains at different times: (a) 70 000 CAs; (b) 150 000 CAs; (c) 200 000 CAs; (d) 250 000 CAs 
 

当柱状树枝晶生长至如图 2(c)所示时，虽然各个

一次枝晶轴的生长高度有所不同，但差距很小。计算

时间步为 250 000 CAs 时，柱状晶形态如图 2(d)所示。

此时，凝固趋于结束，但仍然有少量液相残留于枝晶

之间。经过之前各枝晶臂之间激烈的竞争生长，形成

错综复杂的二次、三次枝晶形态。 
图3所示为图2所对应的时刻下的溶质浓度分布。

由图中可见，随着凝固的进行，溶质堆积加剧。同时，

由于冷却速度较大，溶质来不及扩散，导致高浓度溶

质堆积显著。在凝固趋于结束时，如图 3(d)所示，枝

晶间的溶质浓度最高达到 14.54%，是初始浓度的 4 倍

多。同时，由图 3 中可见，高浓度区域除了主要出现

在枝晶前沿的液相中以外，在已凝固区域的残留液相

区也存在。这是因为，凝固过程中，二次、三次枝晶

的包围形成了一些封闭的区域，该区域里的残留液相

难以与其他区域里的液相有效地进行溶质扩散。因此，

随着凝固的继续进行，该区域内的液相中的溶质浓度

不断增高。 
 
2.2  不同形核条件与冷却速率的影响 

图 4 和图 5 所示分别为模拟得到的 250 K/s 的冷

却速率下不同时刻的柱状枝晶生长结果。图 4(a)~(c)
所示分别为 70 000、120 000 和 200 000 CAs 时刻的  
柱状枝晶生长形态。图 5(a)~(d)所示分别为 70 000、
120 000、180 000 和 225 000 CAs 时刻的生长结果及溶

质浓度分布。 
为了考虑不同形核条件的影响，在图 4 中，8 个

晶粒以非均匀间隔在计算区域边缘形核。由图中可见，

计算区域右侧的形核密集区中主要呈现出柱状晶的生

长形态。在该区域也存在少量的枝晶，但是其二次枝

晶臂短小而稀少。然而，在计算区域左侧的形核非密

集区中呈现出柱状枝晶的形态，二次枝晶臂生长充分。

在不同区域中，一次枝晶轴因为竞争生长而被合并的

情况并未出现。因此，在生长过程中，在其他条件不 
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图 3  不同时刻的溶质浓度分布 

Fig.3  Solute distributions at different times: (a) 70 000 CAs; (b) 150 000 CAs; (c) 200 000 CAs; (d) 250 000 CAs 
 

 
图 4  不同时刻的柱状树枝晶形态 

Fig.4  Morphologies of columnar grains at different times: (a) 50 000 CAs; (b) 75 000 CAs; (c) 100 000 CAs 
 
变的情况下，形核密度影响着枝晶的生长形态。这与

先前研究的结果不完相符[10]。其主要原因可能是本研

究模拟中所使用的冷却速率以及 Al-3%Cu 合金的物

性参数决定的。 
更快的冷却速率显然可获得更大的生长速度。图

4 中对应的冷却速率为 250 K/s，而图 3 中对应的冷却

速度是 200 K/s。因此，同样是在 200 000 CAs 时刻，

图 4(c)中一次枝晶轴的长度明显大于图 3(c)中的一次

枝晶轴的长度。 

同时，更快的冷却速率也带来了更严重的溶质偏

析。在图 5 中，至凝固趋于结束的 225 000 CAs 时刻，

枝晶尖端残留液相中的最大溶质浓度达到 18.74%。而

在图 3(d)中，在冷却速率为 200 K/s 的条件下，到   
250 000 CAs 时刻，液相中最大溶质浓度仅为 14.54%。

另一个明显的现象是，从图 5 中可以看到，枝晶尖端

区域液相中的溶质浓度明显高于枝晶根部区域液相中

的溶质浓度，即先凝固的枝晶间的残留液相中的溶质浓

度明显低于后凝固的枝晶间的残留液相中的溶质浓度。 
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图 5  不同时刻的溶质浓度分布 

Fig.5  Solute distributions at different times: (a) 70 000 CAs; (b) 120 000 CAs; (c) 180 000 CAs; (d) 225 000 CAs 
 

图 5 所示清楚地再现了凝固过程溶质扩散。随着

凝固的进行，新结晶出的固相不断向液相中排出溶质，

枝晶尖端及枝晶之间的液相中溶质浓度不断增加。至

120 000 CAs 时刻，液相中的溶质浓度已经达到 11.5
左右，如图 5(b)所示。溶质富集主要是由以下因素造

成。首先，由于生长速度大，溶质浓度高的液相来不

及扩散，即没有充足的用于扩散的时间；其次，由于

用于扩散的空间有限，特别是在被二次、三次枝晶包

围形成的一些封闭或半封闭区域，高浓度区域难以与

其他液相区形成具有浓度梯度的连续液相区域，扩散

难以进行。同时，液相向固相中的反扩散的效果在该

有限时间内是极其有限的。因此，随着凝固的进行，

溶质富集不断加剧。 
 

3  结论 
 

1) 建立了基于元胞自动机的枝晶生长速度模型，

基于该模型模拟了 Al-Cu 二元合金定向凝固过程中枝

晶生长与溶质偏析等微观现象。 

2) 计算结果表明，随着冷却速度增大，生长速度

增加。同时，在其他条件不变的情况下，形核数量直

接影响结晶形态。形核密集区容易形成柱状晶，而形

核非密集区容易形成柱状树枝晶的形态。 
3) 溶质扩散的计算结果显示，溶质偏析严重，高

浓度区域往往集中于后期结晶的枝晶之间或被二次、

三次枝晶包围形成的一些封闭或半封闭区域内。 
4) 用元胞自动机方法进行 Al-Cu 合金凝固过程

中枝晶生长的数值模拟，不仅可以再现其凝固过程中

微观组织演变过程，同时还能进行枝晶间距、溶质偏

析等方面的定量研究。 
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