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基于裂纹柔度法的铝合金预拉伸板 
内部残余应力测试 

 
唐志涛，刘战强，艾  兴，万  熠 

 
(山东大学 机械工程学院，济南 250061) 

 
摘  要：采用裂纹柔度法测试残余应力时，柔度函数的计算和插值函数阶数的合理选择对计算结果的精确性有着

较大影响。采用有限元法计算得到测试试样的裂纹柔度函数；考虑应力计算不确定度两个主要的来源：应变测量

数据的随机误差以及模型误差，基于应力总不确定度的最小化目标，确定最优的插值函数阶数，进而计算得到铝

合金预拉伸板 7050-T7451 内部残余应力的分布规律。结果表明：采用 9 阶勒让德多项式能较好地拟合此铝合金

板材内部残余应力的分布，不确定度的均方根值为 2.797 MPa，预拉伸板内部残余应力呈明显的外压内拉的“M

型曲线”分布规律。 
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Measuring residual stresses depth profile in 
pre-stretched aluminum alloy plate using crack compliance method 
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Abstract: In the evaluation of the residual stresses by the crack compliance method, the calculation of compliance 

functions and the choice of the order of interpolation function are important to calculation results. The compliance 

functions were calculated by using finite element method. An optimal expansion order was obtained based on minimizing 

the total stress uncertainty which was evaluated by considering the two main sources in the calculation of stress 

uncertainty: the random errors in strain data and model error. Then the residual stress depth profiles in pre-stretched 

aluminum alloy plate 7050-T7451 were determined. The results reveal that Legendre polynomials that the fit order is 9 

can evaluate accurately through-thickness residual stresses of thick plate, and the root-mean-square average over 

uncertainty is only 2.797 MPa. It is also shown that the residual stresses distribution in pre-stretched aluminum alloy 

plate can be revealed by “M type curves”, that is, the exteriors are residual compressive stress and the interiors are 

residual tensile stress. 

Key words: series expansion; residual stresses; crack compliance method; pre-stretched aluminum alloy plate; 

uncertainty 
                      

 
航空整体结构件通常采用高强度变形铝合金厚板

直接铣削加工而成，在加工过程中，由于毛坯初始残

余应力的释放与重分布而引起的加工变形问题，已成

为我国航空整体结构件制造中的关键技术难点之一。

为分析与预测残余应力引起的加工变形，必须首先测

量铝合金厚板内部残余应力的分布情况[1]。裂纹柔度 
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中 Ai 为待定系数；Pi(z)为插值函数，可以是幂级

首先要

计算

            (2) 

 
 
法作为一种残余应力测试的新技术，与逐层钻孔法、

X 射线衍射法及剥层法相比，具有很好的灵敏性和精

确度，且费用较低，特别适合测量各种热(冷)轧厚板

的内部残余应力分布[2]。 
裂纹柔度法由Vaidyanathan和 Finnie在 1971年首

次提出[3]，最初采用光弹性涂层法测量裂纹不同深度

处的应力强度因子来计算残余应力，但光弹性试验较

为繁琐复杂。到了 1985 年，Cheng 和 Finnie[4−8]采用

应变片测量应变或者位移，代替用光弹性技术测量应

力强度因子，使试验与计算过程大大简捷。Prime[9]

最早将裂纹柔度法用于铝合金厚板中残余应力的测

试。之后，王秋成[2]、王树宏[1]、张旦闻[9]等人分别采

用该方法对 7075 铝合金板中的残余应力进行了检测。

然而，在这些人的研究中，没有对插值函数阶数的选

择及柔度函数的详细计算过程进行探讨，它们对计算

结果的精确性有着较大的影响。本文作者采用有限元

法计算得到了测试试样的裂纹柔度函数，考虑了应力

不确定度两个主要的来源，基于应力总不确定度的最

小化目标确定了最优的插值函数阶数，进而计算得到

了 45 mm 厚铝合金预拉伸板 7050-T7451 内部残余应

力的分布规律。 
 

1  测量原理及基本理论 
 
裂纹柔度法的测量原理是在被测物体的表面引入

一条深度逐渐增加的裂纹来释放残余应力，通过测量

对应不同裂纹深度的指定点处的应变值来计算残余应

力。铝合金预拉伸板的长度和宽度远远大于其厚度，

板的轧制变形、淬火、拉伸、时效等条件均对称于板

中面[11]，因此假定残余应力 σx,y(z)沿板的长度、宽度

方向均匀分布，仅沿厚度方向(z 向)变化，其分布为深

度坐标 z 的函数，如图 1 所示，可表示为一个级数展

开[9]： 

∑
=
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n

i
iiyx zPAz

1
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         (1) 

式

数、傅立叶级数、勒让德多项式或其他多项式，本文

采用勒让德多项式；n 为插值函数的阶数。 
为了确定上述级数扩展中的待定系数 Ai，

图 1 所示应变片位置上的应变随裂纹深度 aj 变化

的响应值 Cij，Cij被称为柔度函数。根据叠加原理，该

应变也可表示为一个级数展开： 

CA==∑
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图 1  裂纹柔度法测试原理图 

Fig.1  Schematic diagram of crack compliance method 

 
据柔度函数计算得到的应

合，

有 
 

为了减小计算误差，根

变值与实验得到的应变数据，采用最小二乘法拟
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i=1, 2, …, n                  (3) 
 
式中  m 为试件厚度范围内应变测量次数，实际测量

中 m≫n。通过求解上述 n 个方程，可以得到方程中的

确定

           (4) 

2  实验 

 
选用美国 ALCOA 公司生产的高强度变

铝合金板 7050-T7451，T7451 表示材料的状态，即

处理,然后在规定的时间内沿轧制方

向进

 [12]。本实验采用电火花线切割的方法，设备使用苏

型数控线切割机床，电极丝为

待 系数 Ai，即 

measuredmeasured
T1T −

 

)( εε BCCCA ==  

 
2.1  实验试样

测试试样

形

热轧后进行固溶

行 1.5%~3%拉伸塑性变形，再进行时效处理。从

规格为 915 mm×265 mm×45 mm 的板材截取尺寸为

92 mm×130 mm×45 mm 的试样 3 块，分别用于测量

铝合金板沿轧制方向和横向残余应力沿板厚的分布。 
 
2.2  数控线切割实验 

试样裂纹的引入可采用锯割和铣削等加工方法获

得

州金马生产的 DK7725
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d 0.15 mm 的钼丝，切割后的裂缝宽度约为 0.2 mm。

应变片选用BHF120-3AA高精密级箔式环氧酚醛类电

阻应变片，敏感栅的尺寸为 3 mm×2 mm，切割位置和

应变片粘贴位置如图 1 所示。为防止工作乳液对应变

片的破坏，在应变片表面涂上一层 704 硅橡胶防护。

采用半桥接线法进行组桥，以实现温度的补偿。沿板

厚方向切割深度 z 每增加 1 mm，用 SDY2101 型动态

应变仪进行读数，待应变仪的读数稳定在一定范围内，

记录读数对其求平均值，算得的应变值如图 2 所示。 
 

 
图 2  实验测得的应变值 

Fig.2  Measured strains by WEDM test 

 

 
断裂力学解析法、体

行求解[12]。本文

采用 BAQUS6.5 有限元软件来分析计算。步骤如下。 

缝宽

3  裂纹柔度函数计算 

裂纹柔度函数矩阵 Cij可以用

力法以及有限元法或其它数值方法进

A
第一步，如图 3 所示，根据试样的对称性，仅需

以线切割的裂缝为对称轴将半个试样网格化，采用八

节点平面应变单元 CPE8，工件左边网格间距恰为裂

度，值为 0.2 mm，其余的网格间距为 1 mm。工 
 

 
图 3  有限元网格划分及边界条件施加示意图 
Fig.3  Diagram of mesh generation and application of 
boundary conditions 

A 的 x 方向

为 0.33。 

子程序 D，将 2~1 德多项式 Pi(z)分别作

厚度 。 

第三步，在模型上通过对裂缝处单元的去除来模

A、B 位移值，其应变值根据式(5)计算，即可得到 2~12

阶裂纹柔

数阶裂纹柔度函数，图 )为奇数阶裂纹

中  Lgauge为应变片敏感栅长度。 

 

件左边 x 方向位移自由度受到约束，端点

与 z 方向的位移自由度均受到约束。材料的弹性模量

为 71.7 GPa，泊松比

第二步，采用 Compad Visual Fortran6.0 编写用户

DLOA 2 阶勒让

为初始应力载荷沿板的 方向加载

拟裂纹的逐步扩展，同时输出应变片所在位置的节点

度函数，如图 4(a)和图 4(b)所示，其中，图

4(a)为偶 4(b 柔度

函数。 
 

gaugeB /2 LUCij =                             (5) 

 
式

 

图 4  测试试样的裂纹柔度函数(沿轧制方向) 

Fig.4  Crack compliance functions of test sample (in rolling 

direction) 
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  不确定度评定4  

不确定度有 2 个主要的来源[13]。一个是来自应变测

 

    采用裂纹柔度法进行残余应力计算时，应力计算

的

量数据的随机误差。图 5 所示为插值函数选用 9 阶勒

让德多项式时，采用最小二乘法得到的应变随层深的

分布曲线与实验测得的应变值的拟合情况，两者的

偏差是应力计算不确定的来源之一。另一个为模型

误差，当选择的级数扩展不能很好地拟合板中实际

应力分布情况而引起的误差称为模型误差。插值函

数选定后，插值函数阶数的选择是该误差的主要来

源。基于应力总不确定度的最小化目标，可以确定

最佳的插值函数收敛阶数。 
 

 

图 5  由柔度函数计算得到的应变与实测值的拟合曲线 

Fig.5  Measured and predicted strain curve by least square it 

递公式[13−14] 

对于采用级数扩展表达的应力形式，现有文献的

数间协方差项，从而

导致当

 f

(in rolling direction) 

 

4.1  不确定度的传

解析计算公式大都忽略了拟合系

扩展阶数增加时，计算结果越来越不精确。本

文在不确定度的传递公式中增加了协方差项，其应力

不确定度传递的一般公式为 
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式中 为系数
iAu Ai的不确定度；

方差项。 

2
lk AAu 为系数间的协

1

1 1
           (6) 

(1由式 )可得 
 

i

j

Aji aP
∂

∂
=

σ
)(                                (7) 

将式(7)代入到式(6)并写成矩阵的形式 
 

(diag2 PVP=s

，然后取

角线上的元素形成向量；V 表示协方差 矩阵，

计算公式见式(9)

不确定度，系数 Ai的协方差矩阵

 

 

)T                             (8) 
 
式中  diag 表示将括号里的矩阵进行运算后

2对
lk AAu

。 
 
4.2  应变测量随机误差引起的应力计算不确定度评

定[13] 
考虑测量的应变

为

∑ ⎥⎢
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  (9) 

式中  表示当裂纹深度 z=aj时的应变测量的不确

定度，可由式(10)计算： 
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由式(2)可得 
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式(9)，写成矩阵的形式 

                        (12) 
 
中  DIAG 表示生成对角线矩阵，其对角线元素为

向量

因此，由测量的应变不确定度造成的应力不确定

度可由式(13)计算得

4.3  

          (11) 

 
将式(11)代入

 
T2 )(DIAG BuBV ε=  

式

2
εu 中的元素。 

到： 
 

== )(diag T2 PVPsε )))(DIAG(diag TT2 PBuPB ε   (13) 
 

模型误差引起的应力不确定度及总不确定度 
在计算模型误差引起的应力不确定度时，插值函
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的阶数 n 是其内在不确定性的主要因素。因此，

n 的不确定度造成的应力不确定度 sm,j 的

为[15] 

数 由

计算公阶数

式

2
2

,model ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂

∂
=

n
u j

nj
σ

                         (14) 

 
式中  un

s

为阶数 n 的不确定度。由于它不是实验测得

的量，很难估计其不确定度。在这里将其近似等于应

力计算的标准偏差，
 

如式(15)所示： 

[ ]∑ −=≈
b

jjj knn 2
,model )(1)( σσ          (15) 

=− akN 1
 
式中  

s

jσ 表示当裂纹深度 z=aj，插值函数阶数 n=a~b

围内所求得应力的平均值；N 表示范 应力解的数量，

N=b−a+1；两个矛盾的目标影响 a、b 的选择，一方面

为了获得一收敛估计值，应从总体中

方面，为使模型误差为阶数 n 的函数，应取

小

抽取大数量的样

本；另一

一尽可能 的范围，本文取 a=n−1，b=n+1。 

所以，残余应力计算总不确定度 stotal,j为 
 

2
,model

2
,,total jjej sss +=                       (16) 

 
在 Matlab7.1 中根据式(13)、(15)、(16)进行编程

计算，得到不同阶数的每一层深 aj三种应力计算不确

度 算的不

确定度的均方根值，如

项式的阶数取

确定

定 ，对其求均方根，得到不同阶数的应力计

图 6 所示。从中可以看出，当

9 时，对应的应力计算的总不勒让德多

度的值最小，约为 2.797 MPa，表明 9 阶勒让德

多项式是拟合此板应力分布一种理想的插值函数。 

 

 

图 6  不同阶数三种应力不确定度的均方根值 

Fig.6  Root-mean-square average over stress uncertainty for 

different expansion orders 

 

5  测试结果 
 

采用 9 阶勒让德多项式作为插值函数，在

Matlab7.1 中对上述残余应力计算公式进行编程求

解，得到 45 mm 厚铝合金预拉伸板 7050-T7451 内部

残余应力分布及总不确定度，如图 7 所示。 
 

 
图 7  45 mm厚铝合金预拉伸板 7050T7451内部残余应力的

分布 
Fig.7
a

  Residual stress depth profiles in pre-stretched 
luminum alloy plate 7050T7451 

 
1) 无论是轧制方向还是横向，残余应力沿厚度方

向的分布曲线规律相似，呈明显的外压内拉的“M 型

曲线”分布规律。残余应力沿板的中面对称分布，且

在板的中面出现局部的残余拉应力的最小值。横向的

残余应力平均值约为轧制方向的 70%左右。 
2) 无论是轧制方向还是横向，残余压应力的最大

值不在板的表面，而在距板的表面约 1/5 板厚处，轧

制方向的残余压应力的最大值约为−17.2 MPa，横向的

最大值约为−12.3 MPa。同样，残余拉应力的最大值不

在板的中 而在距板的中面约 处，轧制

值约为 17.6 MPa，横向的最大值约为 9.7 

部的应力值较低，但裂

柔度法能较好地拟合此铝合金预拉伸板内部残余应

力的

[1] 

面， 1/8 板厚

向的最大

方

MPa。 
3) 虽然铝合金预拉伸板内

纹

分布规律。当扩展阶数为 9 时，不确定度的均方

根植约为 2.797 MPa。 
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