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三剪屈服准则及其在极限内压计算中的应用 
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摘  要：通过考虑十二面体单元三个主剪面应力对的共同作用，提出了材料的三剪屈服准则，其特点是通过改变

准则中的中间主应力效应参数 b 就能精确表达常用的 Tresca 屈服准则、Mises 屈服准则和 Mohr-Coulomb 强度准

则。另外，还应用该准则分析了理想弹塑性薄壁圆筒、厚壁圆筒和厚壁球壳的极限内压问题，以往基于

Mohr-Coulomb 强度准则、Tresca 屈服准则和 Mises 屈服准则的解均为其特例。结果表明，中间主应力效应参数 b

和拉压屈服极限比 α对薄壁圆筒和厚壁圆筒的极限内压均有影响，但对厚壁球壳而言，仅 α对其极限内压有影响。 
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Triple-shear yield criterion and its applications to limit pressures 
for thin and thick wall cylinders and thick wall spherical shells 
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Abstract: By taking account of the actions of the whole three principal shear stresses acting on the dodecahedron element, 

a triple-shear yield criterion for materials was proposed. This criterion gives a unified yield expression to describe the 

several common used criteria such as the Tresca yield criterion, the Von Mises yield criterion and the Mohr-Coulomb 

failure criterion, through changing its intermediate principal stress effect parameter b. In spite of that, problems of the 

limit inner pressures for the perfect elasto-plastic thin and thick wall cylinders and the thick wall spherical shells were 

analyzed and the new unified solutions were deduced. The old solutions based on the Tresca yied criterion, the Von Mises 

yield criterion and the Mohr-Coulomb failure criterion were only the special cases. Detail analyses on the new solutions 

show that both the intermediate principal stress effect parameter b and the tensile/compressive yield limit ratio α have 

influences on the limit pressures for the thin wall and thick wall cylinders. But for the thick wall spherical shells, only the 

ratio α has. 

Key words: triple-shear yield criterion; stress couples acting on the principal shear planes; limit pressure; wall cylinder; 

wall spherical shell 
                      

 
材料微观结构构造的复杂性及多样性使得其屈服

特性也是多种多样的，即使是各向同性均质材料也是

如此[1−3]。对于各向同性均质材料，目前应用较广的还

是 Tresca 屈服准则、Mises 屈服准则和 Mohr-Coulomb

屈服准则。其中，Tresca 屈服准则和 Mises 屈服准则

常用于分析各向拉、压屈服极限基本相同的材料，而

Mohr-Coulomb 屈服准则可用于各向拉、压屈服极限不

同的材料。Tresca 屈服准则通常都被认为是 Mohr-  
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Coulomb 屈服准则的一个特例，但 Mises 屈服准则的

极限线形状则与上述两者存在较大差异。从工程角度

来看，不同准则所采用的不同数学表达式也会带来应

用上的某些不便。如果能够在三者之间建立一个统一

的表达式则是一个有意义的研究课题。在这方面，俞

茂宏基于双剪的概念提出了材料的双剪统一屈服准则

和双剪统一强度准则[4−5]，其中，双剪统一强度准则包

含了双剪统一屈服准则。与以前提出的强度和屈服准

则相比，双剪统一强度准则表征的是一个准则系列，

其中，Tresca 屈服准则和 Mohr-Coulomb 准则仅为其

特例，Mises 屈服准则为其线性逼近。因此，该准则

已得到了一定的研究应用[6−10]，并写进了材料力学教

科书。但分析发现，双剪统一强度准则在一定的应力

状态下会存在双重滑移面和滑移面方向出现突跳的现

象[11−12]。为此，本文作者基于十二面体单元“主剪面

应力对”和“主剪面应力对的作用”这两个概念提出

了一个三剪屈服准则表达式。该准则能够将

Mohr-Coulomb 屈服准则、Tresca 屈服准则作为其特

例，还能对 Mises 屈服准则作更精确的非线性逼近。

另外，由于三剪屈服准则只采用了一个表达式，不存

在双重滑移角问题。本文作者还基于该准则研究了理

想弹塑性薄壁圆筒、厚壁圆筒和厚壁球壳的极限内压

问题。 
 

1  三剪屈服准则表达式 
 

基于材料剪切屈服机理建立的屈服准则一般表达

式为[2−4] 

 
0),,,,,( 232312121313 =στστστf  

 
式中  σij=(σi+σj)/2, τij=(σi−σj)/2 为主剪面上的正应力

和剪应力。按照准则中所考虑的主剪面应力的多少，

可以将其分成单剪类准则、双剪类准则和三剪类准则。

由 12 个主剪面组成的十二面体单元[4−5]如图 1 所示。 
若将作用在十二面体单元主剪面上的 3 个主剪应

力及相应的正应力分成 3 个主剪面应力对(τ13, σ13)、(τ12, 
σ12)、(τ23, σ23)，并将其对材料屈服的作用分别定义为

3 个主剪面应力对的作用 f1、f2、f3: 
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式中  β 为材料常数。由式(1)可知，3 个主剪面

应力对的作用 f1、f2、f3之间并不存在简单的数量关系。 

 

 
图 1  十二面体单元主剪面上的 3 个主剪面应力对 

Fig.1  Three stress couples acting on principal shear planes of 

dodecahedral element 
 
若只考虑最大主剪面应力对的作用，屈服准则为

f1=C(C 为材料常数)，由此可导出莫尔―库仑屈服准则

表达式，β=0 时为 Tresca 屈服准则表达式。若只考虑

两个相对较大主剪面应力对的作用，准则为

f1+bf2=C(f2≥f3)，f1+bf3=C(f2≤f3)(b 为中间主剪面应力

对作用的影响系数)，此即为双剪统一强度准则表达

式，β=0 时为双剪统一屈服准则表达式。鉴于双剪统

一准则采用两个表达式及相应边界条件是造成其出现

滑移面突跳的原因。那么在其思想下采用一个表达式

并同时考虑 3 个主剪面应力对的共同作用可能是一种

选择，表达式为 
 

Cfbfbf =++ 32211                         (2) 
 
式中  C 为材料常数，b1、b2分别为(τ12, σ12)和(τ23, σ23)
相对于(τ13, σ13)对材料屈服的影响系数。若以(τ13, σ13)
的影响为基准 1，则 0≤b1＜1、0≤b2＜1。由于式(2)
式包含 3 个主剪面应力对，根据准则命名规则，本文

作者仍称其为三剪准则。按照双剪统一准则的思想以

及 b1、b2的含义，b1、b2用 Bishop 参数的函数来表示，

有 b1=f1(bB)、b2=f2(bB)，其中 Bishop 参数为[13] 
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本研究采用如下表达式 
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式中  b 也可看成 f2、f3对材料屈服的共同影响系数。

将式(1)代入式(2)并用主应力 1σ 、 2σ 、 3σ 表示得 
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材料常数 β 和 C 由下列单轴拉伸和单轴压缩实验得

到： 
1) 单轴拉伸情况：σ1=σt，σ2=0，σ1=0，此时 b1=b、b2=0； 
2) 单轴压缩情况：σ1=0，σ2=0, σ3=−σc，此时 b1=0、b2=b。 
将上面实验结果代入式(5)，可得材料常数为 
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式中  α=σt/σc为材料的拉压极限比。将式(6)代入式(5)
得 
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将式(4)代入式(7)，即得到三剪屈服准则式为 
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根据文[11−12]的分析，双剪统一屈服准则存在双

重滑移角问题的根本原因是该准则采用了两个联立表

达式而引起的。与双剪统一屈服准则相比，文中的准

则表达式只有一个， 故在任何应力状态下都不会存在

双重滑移角问题。 
 

2  三剪屈服准则极限线及实验对比 
 
2.1  σ−τ组合应力状态下的三剪屈服准则极限线及实

验对比 
利用薄壁圆筒在轴向力和扭矩作用下产生的 σ−τ

组合应力对材料进行屈服和强度实验国内外已做很

多，本研究将引用其中的一些典型实验成果来验证所

提准则。 
σ−τ组合应力状态下的 3 个主应力为 
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将式(9)代入式(8)得 
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图 2(a)和(b)所示分别为 1=α 和 5.0=α 时由(9)式

作出的不同 b 值的 σ−τ组合应力状态的极限线；图 2(c)
所示为 时作出的不同1=b α 值的 σ−τ组合应力状态的

极限线。 
 

 
图 2  三剪屈服准则的 σ−τ组合应力状态极限线 

Fig.2  Loci of triple-shear yield criterions under σ−τ stress 

states: (a) Loci under σ−τ stress states when ; (b) Loci 

under σ−τ stress states when α=0.5; (c) Loci corresponding to 

different α when b=1 under σ−τ stress states 

1=a

 
从图 2 可以看出，在 σ−τ组合应力状态下，三剪

屈服准则极限线在 b≥0 情况下均为外凸型。图 3 所示

为文献[4]所列一些实验结果与本研究所提强度准则

的拟合对比情况。由图可知，该准则修正式能较好地

反映不同材料的屈服和强度特征。 
 

2.2  一般双轴和三轴应力状态下的三剪屈服准则极

限线及实验对比 
在一般双轴和三轴应力状态下，对该准则所作的

极限线分析表明，当 b 满足下式时，极限线为外凸形，

否则为非外凸形[14]。 
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图 4 所示为其在 π 平面上的外凸形极限线，图 5
所示为其在平面应力状态下的外凸形极限线。由图可 

 

 
图 3  实验结果与三剪屈服准则极限线拟合对比 

Fig.3  Comparisons loci of of experiments and  triple-shear 

yield criterion: (a) Fitting to texperimental results of steel; (b) 

Fitting to experimental results of cast iron; (c) Fitting to 

experimental results of gray cast iron (△) and inoculated cast 

iron(○); (d) Fitting to experimental results of concretes with 

three different grades 

 

 
图 4  屈服准则在 π平面上的极限线 

Fig.4  Loci of yield criterion on π plane: (a) α=1; (b) α=0.5 
 

 
图 5  屈服准则在平面应力状态下的极限线 

Fig.5  Loci of yield criterion under plane stress states: (a) α=1; 

(b) α=0.5 
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知，当α=1 时，b=0 对应于 Tresca 屈服准则的极限线， 
b =1/3 很接近 Mises 屈服准则的极限线；当 α＜1 时，

b＝0 对应于 Mohr-Coulomb 强度准则的极限线，b =1/3
对应一个曲六边形极限线。 

图 6 所示为屈服准则在 π平面上的理论极限线与

一个混凝土实验结果比较。 
 

 
图 6  π平面上的理论极限线与实验结果比较 

Fig.6  Comparisons between the theoretical and experimental 

loci on the π plane: (a) α=0.5, b=1/5; (b) Concrete(by 

Magnas-Audibert) 
 

3  三剪屈服准则在极限内压计算中

的应用 
 
3.1  薄壁圆筒极限内压 

假设承受内压的薄壁圆筒其内径为 D，壁厚度为

t(t≤D)，内压为 p，则作用于圆筒的轴向应力 σz、横

截面切向应力 σθ、径向应力 σr分别为 
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令 t/D=n，将式(12)代入式(8)得薄壁圆筒的极限内压解

为 

t2
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由式(13)可知： 

1) 当 b=0、α＜1 时， tu 21
2 σ
αn
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+

= ，即为采用

Mohr-Coulomb 强度准则的极限内压解； 

2) 当 b=0、α=1 时， tu 21
2 σ

n
np

+
= ，即为采用 

Tresca 屈服准则的极限内压解； 
3) 当 b=1/3、α=1 时 
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而采用 Mises 屈服准则的极限内压解为 
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由于 n 很小，所以两者相差不大。 
图 7 所示为在 n=0.1 时作出的 pu/σt随 b 和 α变化

的关系图。由图可知，薄壁圆筒的极限内压随 b 增大

而增大，σt 为定值时随 α 减小而增大。其原因是：b
大表明材料屈服的中间主应力效应明显，α 小表明材

料的抗压屈服极限比较大。 
 

 

图 7  薄壁圆筒极限内压随 b 和 α变化的关系 

Fig.7  Relationships between limit pressure of thin wall 

cylinder via b and α 

 
3.2  厚壁圆筒极限内压 
3.2.1  弹性极限内压 

长厚壁圆筒的极限荷载计算属平面应变问题，假

设圆筒为不可压缩理想弹塑性材料，其内径为 ra、外
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径为 rb，承受均匀内压 pa和均匀外压 pb。其弹性解为 
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式中  为材料泊松比。当材料处于弹性极限状态并

开始屈服时，v 取 1/2[6−7, 15]。可知应力大小排列为：

σ1=σθ、σ2=σz、σ3=σr。将式(14)代入式(8)得 
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由式(5)可知，r 越小，等式左边的值就越大，故

厚壁圆筒在内壁首先达到屈服。当外压 pb 保持定值

时，其弹性极限内压 为 e
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由式(16)可知： 
1) 当 b=0、a=1 时，有 
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此即为采用 Mohr-Coulomb 强度准则的弹性内压极限

解； 
2) 当 b=0、a=1 时，有 
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此即为采用 Tresca 屈服准则的弹性内压极限解； 
3) 当 b=1/3、a=1 时，有 
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而采用 Mises 屈服准则的弹性内压极限解为 
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图 8 所示为 σt=300 MPa、ra/rb=1/2、pb=30 MPa

情况下作出的 随 b 和 α变化的关系图。由图可

知，厚壁圆筒弹性极限内压随 b 增大而增大，σt为定 

t
e /σap

 

 

图 8  厚壁圆筒弹性极限内压随 b 和 α变化的关系图 

Fig.8  Relationships between elastic limit pressure of thick 

wall cylinder via b and α 

 

值时随 α减小而增大。 

3.2.2  塑性极限内压 

当内压 pa 超过式(16)的弹性极限荷载时，塑性区

将由内向外扩展。由塑性区应力平衡方程、屈服条件
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式中  rc 为塑性区半径；pc 为弹塑性区边界处的径向

应力，其值为 
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根据 ，得 crcrc p== +− σσ
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当 rc=rb时，整个圆筒完全处于屈服状态。可知，若外

压 pb保持不变，则厚壁圆筒的塑性极限内压 为 p
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由式(21)可知： 
1) 当 b=0、a＜1 时，此时 k=α−1，有 
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此即为采用 Mohr-Coulomb 强度准则的塑性内压极限

解； 
2) 当 b=0、a=1 时，此时 ，根据洛比塔法则
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此即为采用 Tresca 屈服准则的塑性内压极限解； 
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而采用 Mises 屈服准则的塑性内压极限解为 
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图 9 所示为 ft=300 MPa、ra/rb=1/2，pb=30 MPa 情

况下作出的 随 b和t
p /σap α 变化的关系图。由图可知，

b 和 α 对厚壁圆筒塑性极限内压的影响与弹性极限内

压相似。 

 
3.3  厚壁球壳极限内压 

假定厚壁球壳的内径为 ra 外径为 rb，承受均匀内

压 pa和均匀外压 pb。在 r、θ、φ球坐标系中，应力大

小排列为：σ1=σ2=σθ=σφ、σ2=σr。代入式(8)得 
 

tσασσθ =− r                               (22) 
 

式(22)与采用 Mohr-Coulomb 强度准则得到的表达式

相同。 
 

 

图 9  厚壁圆筒塑性极限内压随 b 和 α变化的关系 

Fig.9  Relationsips of plastic limit pressure of thick wall 

cylinder via the b and α 
 
3.3.1  弹性极限内压 

当壳体处于完全弹性状态时，应力解为 
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由式(22)和(23)可知，厚壁球壳将在内壁首先屈服。当

外压 保持定值时，可得其弹性极限内压 为 bp e
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式(24)表明，厚壁球壳的弹性极限内压仅与材料的拉

压屈服极限比 α有关，中间主应力对其无影响。 1=a

时，有 
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3.3.2  塑性极限内压 

当 超过式(24)的弹性极限内压时，塑性区将在

球壳内由内向外扩展。由塑性区应力平衡方程、屈服

条件以及边界条件

ap
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塑性区外的弹性区应力为 
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式中  rc 为塑性区半径；pc 为弹塑性区边界处的径向

应力，其值为 
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根据 ，得 crcrc p== +− σσ
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当 rc=rb时，整个球壳完全处于屈服状态。可知，若外

压 pb保持不变，则厚壁球壳的塑性极限内压 为 p
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由式(28)可知，厚壁球壳的塑性极限压力也与准则中

的参数 无关，仅与拉压极限比b α 有关。 时，根

据洛比塔法则有 
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4  结语 
 

材料的屈服准则问题仍然是一个值得继续深入探

讨的课题。本研究通过考虑十二面体单元主剪面上所

有 3 个主剪面应力对的共同作用，提出了一个三剪屈

服准则。该准则由于只采用了一个表达式，能克服双

剪统一准则在某些应力状态下会出现双重滑移面并导

致滑移面方向发生突跳的弊端，另外，通过改变准则

中的参数 b 就能精确表达常用的 Tresca 屈服准则和

Mohr-Coulomb 强度准则，特别是 Mises 屈服准则。此

外，还应用准则修正式分析了理想弹塑性薄壁圆筒、

厚壁圆筒及厚壁球壳的极限内压问题，以往基于

Mohr-Coulomb 强度准则、Tresca 屈服准则的解均为其

特例，也能够非常逼近基于 Mises 屈服准则的解。分

析结果表明，中间主应力效应参数 b 和拉压屈服极限

比 α对薄壁圆筒和厚壁圆筒的极限内压均有影响，薄

壁圆筒的极限压力及厚壁圆筒的弹、塑性极限内压均

随 b 增大而增大，在抗拉屈服极限 tσ 为定值时随 α减

小而增大，厚壁球壳的极限内压仅与 α有关。需要指

出的是，本研究所提屈服准则还不能像双剪统一强度

准则那样可以完全覆盖理论外凸形极限线的整个区

域，需要在此基础上做进一步的工作。 
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