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摘  要：针对离散单元法(DEM)仿真非球形散体颗粒休止角计算量大、耗时长的问题，本文基于 DEM 历史仿真

数据，采用数据驱动的智能建模方法—BP、RBF 神经网络建立非球形散体颗粒的休止角模型，并与传统克里金回

归方法进行比较。结果表明，智能模型的运算速度相比 DEM 计算速度有很大提升；智能模型相比传统克里金回

归模型具有更佳的预测性能，其中 BP 神经网络模型综合性能最优。最后，采用 BP 神经网络模型分析颗粒形状

及摩擦因数对休止角的影响，发现休止角随颗粒形状变量、摩擦因数的增加都呈现增大的趋势，与现有研究结果

一致，进一步证明了智能模型进行休止角预测的可靠性。 
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    散体颗粒广泛存在于自然界中，如金属粉末、矿

物砂石等，在工业生产中扮演着重要的角色[1, 2]。休止

角是散体颗粒堆自由表面与水平面的夹角[3]，能将散

体颗粒的微观行为与其宏观行为相关联，是表征散体

颗粒流动能力的重要物性参数[4]，近年来被广泛研究

及应用[5−7]。目前用于获取散体颗粒休止角的物理实验

测量方法有：倾斜盒法[8]、转筒法[9]、空心圆柱法[10]

等。然而，采用物理实验方法很难获取颗粒微观行为

变化对休止角的影响。 

    离散单元法(Discrete element method, DEM)是一

种专门用于求解和分析散体颗粒运动规律与力学特征

的数值模拟方法。DEM 在每个时步都能获取颗粒的受

力情况[11−12]、运动轨迹[13]、颗粒速度[14−15]等物理实验

测量方法很难检测的微观信息。但 DEM 的缺点在于

仿真计算量大、获取结果耗时长。虽然采用先进的

GPU-DEM 仿真技术[16]仿真一个包含 960 万个球形颗

粒的系统已经可以达到准实时状态(计算时间与物理

时间之比可达 9.37:1)，但是该平台的搭建相当复杂且

价格昂贵(包含 270 个 GPU 卡，NVIDIA C2050)。针

对 DEM 运算速度的瓶颈问题，目前解决的方法主要

有两种。第一种方法，使用较大的颗粒进行仿真[17]，

可以减少系统中的颗粒数量，进而缩短仿真时间。而

为了获取新的输入参数对应的结果，仍需进行长时间

的仿真计算，且在使用该方法前，需调节颗粒密度以

保证颗粒之间相似的动量交换[18]。第二种方法，基于

DEM 仿真历史数据，采用数据驱动的方法，建立输入

变量与输出结果间的关系模型，以替代原 DEM 模型。

虽然该方法仍然需要前期的 DEM 仿真数据，但在建

立好关系模型后，可以迅速预测新样本的结果[19]，避

免输入参数发生变化时再次进行长时间的DEM仿真。

目前，基于 DEM 历史仿真数据对休止角建模的研究

较少。RACKL 等[20]基于 DEM 历史仿真数据，采用传

统克里金(Kriging)回归方法建立了休止角与颗粒密

度、弹性模量、颗粒摩擦因数之间的元模型(Meta- 

model)，然而克里金回归模型预测的休止角与 DEM 仿

真的休止角之间的相关系数不到 0.72，精度低。并且，

克里金回归算法预测时需要考虑所有样本点对预测点

的影响，因此计算速度较慢。为进一步提高预测速度

及精度，近三年来有学者开始尝试利用智能算法对颗

粒休止角进行建模。BENVENUTI 等[21]基于 81 组休

止角 DEM 历史仿真数据，使用 BP 神经网络建立了颗

粒恢复系数、颗粒摩擦因数、颗粒密度等与休止角的

智能模型，但仿真中使用的都是球形颗粒，作为影响

休止角的重要因素—颗粒形状在建模过程中并未考

虑。事实上，自然界和工业中广泛存在的颗粒基本为

非球形，因此，上述的休止角预测智能模型存在较大 
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的局限性。 

    针对上述问题，本文进行了 78 组非球形颗粒休止

角的 DEM 仿真；基于 DEM 历史仿真数据，使用 BP

神经网络、RBF 神经网络智能建模方法，建立非球形

散体颗粒休止角的智能模型(示意图见图 1)；对休止角

智能模型的运算速度及预测性能进行测试；并讨论隐

含层节点数对休止角智能模型的影响；最后，分析颗

粒形状变量与颗粒摩擦因数对休止角的影响。 

 

 

图 1  休止角智能建模示意图 

Fig. 1  Schematic diagram of intelligent modeling of angle of 

repose 

 

1  非球形颗粒休止角的 DEM 仿真 

 

    影响休止角的因素很多，如颗粒形状、摩擦因数、

恢复系数等，KHANAL 等[22]使用 DEM 构造不同长宽

比的簇颗粒(Clumps)研究了颗粒形状对休止角的影

响，发现颗粒形状对休止角有显著影响；HU 等[23]使

用 DEM 研究了泊松比、剪切模量、恢复系数及颗粒

摩擦因数对休止角的影响，发现颗粒摩擦因数对其影

响最大；COETZEE[24]使用不同子球个数的簇颗粒研

究了不同颗粒摩擦因数下颗粒形状对休止角的影响，

发现颗粒形状和颗粒摩擦因数对休止角影响显著。因

此，本文对休止角的 DEM 仿真主要考虑颗粒形状和

颗粒摩擦因数的影响。 

 

1.1  非球形颗粒的模拟 

    球体重叠法[25]是模拟非球形颗粒最常用的方法，

即将两个及以上数量的子球相互重叠形成一个新的颗

粒—簇颗粒。使用簇颗粒的优势在于：可以直接使用

球形颗粒的接触检测算法；组成簇颗粒的子球之间能

进行任意程度的重叠且不产生接触力；仿真中，簇颗

粒不会发生破裂，子球之间的相对位置保持不变[26]。

本文使用的簇颗粒如图 2 所示，它由球心分布在等 

 

 

图 2  非球形颗粒示意图 

Fig. 2  Schematic diagram of non-spherical particles, (a) δ= 

1.50; (b) δ=0.48; (c) δ=1.80 

 

边三角形顶点 1 2 3{ , , }x x x   的三个大小相等的子球构成，

 为颗粒形状变量，即子球之间的距离与子球半径之

比(为便于分析，图中子球半径设为单位“1”)，变化

范围为 0~2。簇颗粒的形状将随 的变化而变化， 越

小，簇颗粒越接近于球形颗粒。 

 

1.2  DEM 仿真步骤 

    本文采用最易实现的空心圆柱法对簇颗粒的休止

角进行仿真，使用的接触模型为非线性 Hertz-Mindlin

模型[27]，其余仿真参数见表 1 所示。具体仿真步骤如

下： 
 
表 1  DEM 仿真参数 

Table 1  Parameters used in DEM simulation 

Parameter Value 

Drum diameter/mm 91 

Drum height/mm 136.5 

Lifting speed/(mm·s−1) 16 

Particle quantity 7000 

Particle diameter/mm 4.6−5.2 (Uniform) 

Particle density/(kg·m−3) 2000 

Contact model Hertz-Mindlin 

Particle friction coefficient, μs 0.1,0.2,0.3,0.4,0.6,0.8 

Particle shape variable, δ 
0.03, 0.18, 0.33, 0.48, 0.64, 
0.79, 0.95, 1.12, 1.30, 1.48, 

1.65, 1.80, 1.95 

Shear modulus/Pa 1×107  

Poisson’s ratio 0.3 

Viscous Damping ratio 0.8 

Local Damping ratio 0 
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图 3  非球形颗粒休止角 DEM 仿真过程示意图 

Fig. 3  Image sequences of angle of repose of non-spherical particles obtained from DEM simulation: (a) Generation of spherical 

particles; (b) Replacement of spherical particles with clumped particles and settlement of particles; (c), (d) Process of lifting cylinder; 

(e) Formation of stable angle of repose θ 

 

    1) 在直径为 91 mm、高为 136.5 mm 的垂直圆柱

筒内(见图 3(a))，生成 7000 个球形颗粒； 

    2) 用等体积的簇颗粒以随机方向对球形颗粒进

行替换，在重力作用下，仿真 1 s，使颗粒沉降，如图

3(b)所示； 

    3) 以 16 mm/s 的速度提升圆柱筒，使颗粒从形成

的缝隙流出(图 3(c)和(d)所示分别为上提 1 s、3 s 时刻

的状态图)，仿真持续 6 s，以形成稳定的颗粒堆，如

图 3(e)所示； 

    4) 采用圆锥拟合[27]获取该散体颗粒堆自由表面

与水平面的夹角 ，即该颗粒堆的休止角。 

    按以上步骤，在 CPU 为 Intel® Xeon® Processor 

E5–2640 v2、内存为 32 GB 的计算机上，使用 PFC3D5.0

进行一组非球形颗粒休止角的 DEM 仿真，大约需要

花费 153 min。 

 

1.3  DEM 仿真结果 

    考虑到颗粒形状和颗粒摩擦因数对休止角影响显

著，故将仿真输入变化参数设为 和 s  (具体取值见

表 1)，进行 78 组休止角的 DEM 仿真以获取用于智能

建模的输入输出数据对( 、 s → )。将这些数据对

的顺序随机打乱，前 46 组用于对模型进行训练，后

32 组用于对训练好的模型进行测试比较，部分数据见

表 2 所示。 

 

2  基于神经网络的休止角智能建模

方法 
 

    人工神经网络(Artificial neural network, ANN)已

被证明能够解决许多经典数学和传统过程难以求解的

复杂工程问题[28]，被广泛用于医学、工程、数学建模

等研究应用中[29]。人工神经网络有多种结构形式，其

中 BP 神经网络和 RBF 神经网络是使用最多的两种神 

表 2  非球形颗粒休止角 DEM 仿真结果示例 

Table 2  Angle of repose of non-spherical particle for DEM 

simulation (for example) 

Type No. δ (−) μs (−) θ/(°) 

Train set 

4 0.48 0.1 20.15 

7 0.95 0.1 25.05 

38 1.80 0.3 31.79 

33 0.95 0.3 29.04 
…  …  …  …  

64 1.80 0.6 34.22 

60 1.12 0.6 30.44 

13 1.95 0.1 28.04 

36 1.48 0.3 31.52 

…  …  …  …  

28 0.18 0.3 19.75 

66 0.03 0.8 19.74 

68 0.33 0.8 23.62 

43 0.48 0.4 23.45 

…  …  …  …  

Test set 

1 0.03 0.1 16.79 

75 1.48 0.8 32.14 

19 0.79 0.2 26.26 

46 0.95 0.4 28.62 

…  …  …  …  

65 1.95 0.6 33.71 

37 1.65 0.3 31.88 

39 1.95 0.3 33.19 

52 1.95 0.4 33.60 

…  …  …  …  
 
经网络[29]。本文采用三层网络结构对非球形颗粒休止

角进行智能建模，如图 4 所示。 
 
2.1  BP 神经网络 

    采用误差反向传播算法(Error back propagation, 

BP)的神经网络是目前使用最为广泛的人工神经网 
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图 4  本文使用的神经网络结构 

Fig. 4  Structure of neural network used in present work 

 

络，其中单隐含层网络的应用又最为普遍[30](见图 4)，

每层的神经元节点通过权值与下一层的节点相连接。

输入信号通过非线性函数转换成输出结果，最后，网

络输出如下： 
 

h h
h

O f x w
 

  
 
                              (1) 

 
式中： ( )f  为输出层节点的激活函数；xh 为隐含层第

h 个节点的输出；wh为隐含层第 h 个节点与输出层节

点之间的权值。本文使用 Sigmoid 函数[29]作为激活函

数： 
 

1
( )

1 e x
f x





                               (2) 

 
    当网络输出 O 与目标值 d 不等时，存在输出误差

E，定义如下： 
 

2( ) / 2E d O                                (3) 
 
    为了减小误差 E，BP 神经网络使用梯度下降反向

传播算法[29]对网络权值进行调整。该算法要求每个训

练样本都包含输入和对应的输出值(目标值)。本文使

用 min-max 方法对训练样本进行标准化处理。训练时，

以随机数给网络权值赋初值，然后对权值进行优化调

整，直到误差 E 小于设定值 0.001 或达到设定的最大

训练次数 200000。 

 

2.2  RBF 神经网络 

    径向基函数(Radial basis function, RBF)神经网络

是 BROOMHEAD 和 LOWE[31]为了模拟生物神经元

的局部响应特性，将径向基函数引入到神经网络中而

形成的。RBF 网络也擅长对非线性数据进行建模，

且设计简单。其结构与 BP 神经网络相似(如图 4 所

示 )，主要区别在于隐含层由 P 个径向基节点

1 2{ , , , , , }p P     构成。径向基节点用于测量输入

数据与其节点函数中心之间的距离，当函数中心与输

入数据之间的距离为零时，径向基节点输出达到峰值，

随着距离的增加，节点的输出值逐渐下降。本文选用

高斯径向基函数，其表达式如下： 
 

 2
( ) exp 2p px x C                        (4) 

 
式中：x、Cp分别为隐含层节点的输入和函数中心。 

    RBF 神经网络中的输入层只用于对信号进行传

输，因此输入层与隐含层之间的权值都为 1[32]；隐含

层通过径向基函数对输入信号进行非线性投影；输出

层则对隐含层输出进行线性加权求和，即输出

0
1

P

i i
i

O w 


  ，其中 0 为偏置。为了减少休止角 RBF

神经网络的计算量并保证模型性能，本文使用正交最

小二乘法[33]从训练样本中选取径向基中心，然后使用

伪逆法计算输出层权值。 

 

2.3  智能模型预测性能评价指标 

    为了测试比较休止角智能模型的预测性能，本文

使用均方误差(Mean squared error, MSE)、决定系数

(R2)、Theil 不等式系数(Theil’s inequality coefficient, 

TIC)[34]对休止角模型的预测性能进行评价，其具体计

算公式分别如下： 
 

 2
1

1
ˆMSE

n

i i
i

y y
n 

                          (5) 

 

   2 22

1 1

ˆ1
n n

i i i
i i

R y y y y
 

                   (6) 

 

 2

1

2 2

1 1

ˆ

TIC

ˆ

n

i i
i

n n

i i
i i

y y

y y



 









 
                       (7) 

 
式中：yi (i=1, 2, …, n)为第 i 个 DEM 仿真的休止角；

ˆiy (i=1, 2, …, n)为对应智能模型的预测值；n 为样本

数； y 为 DEM 仿真休止角的均值。MSE 越小说明模

型的预测精度越高；R2 的值越接近 1，说明休止角模

型对 DEM 仿真的解释能力越强；TIC 越接近于 0，则

表明智能模型的预测值越接近 DEM 仿真值，模型拟

合效果越好。 

 

3  结果与分析 

 

3.1  休止角智能模型的运算速度 

    在 1.2 节中提到，使用 DEM 仿真获取 1 组(7000

个)非球形颗粒的休止角就需要花费大约 153 min，而
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使用智能模型对 32 组休止角数据进行预测的时间均

未超过 1 ms(如表 3 所示)，即使用智能模型进行休止

角预测的时间不到 DEM 仿真时间的 1×10−7。对比智

能模型的计算时间可以发现，RBF 神经网络模型为用

时最短的智能模型，其计算时间不到 BP 神经网络模

型的一半，这是因为 RBF 神经网络的输入层只用于传

输输入信号，且其输出层节点只进行线性加权求和运

算。不过，相比计算量巨大的 DEM 仿真，休止角的

BP、RBF 神经网络模型的运算速度都处于同一数量级

水平，远快于 DEM 仿真。 

 

表 3  休止角数据驱动模型预测时间与 DEM 仿真时间比较 

Table 3  Computing time for predicting angle of repose by 

using data-driven models and DEM simulation 

Data-driven model prediction/ms DEM 
simulation/ 

min 

Intelligent model Kriging 
model BP-ANN RBF-ANN 

0.7627 0.3124 1.0269 ≈153×32 

 

3.2  休止角智能模型的预测性能 

    为了对建立好的智能模型的预测性能进行评价比

较，采用 BP、RBF 神经网络模型对 32 组测试数据进

行预测，并将其结果与文献[20]中使用的传统克里金

(Kriging)回归模型的预测结果进行比较，如表 4 所示。 

 

表 4  基于数据驱动的休止角模型的预测性能指标 

Table 4  Predictive performance for data-driven models of 

angle of repose 

Model MSE R2 TIC 

BP-ANN 0.3530 0.9875 0.0108 

RBF-ANN 0.3913 0.9850 0.0113 

Kriging 0.4641 0.9848 0.0124 

 

    由表 4 可知，基于神经网络的休止角智能模型各

预测指标的表现均优于传统克里金回归模型，且智能

模型的运算速度更快(见表 3)。进一步比较可以发现，

BP 神经网络模型的 MSE 为 0.3530，TIC 低至 0.0108，

R2高达 0.9875，为预测性能最优的的智能模型。这是

由于 RBF 神经网络和 Kriging 都为局部逼近方法，而

BP 神经网络是一种全局逼近法，针对波动较大的休

止角数据(休止角的测量误差很难小于±1°[17])，达到

全局最优的 BP 神经网络在进行预测时能得到更好的

效果。 

    为更直观地比较各模型的性能，绘制如图 5 所示

的预测残差图。由图 5 可知，BP 神经网络、RBF 神

经网络、Kriging 模型预测的休止角误差区间分别为

(−0.9771°~1.3154°)、(−1.6674°~1.1793°)、(−0.9160°~ 

1.5159°)，BP 神经网络模型的误差波动范围最小。 

 

 

图 5  智能模型预测的休止角与 DEM 仿真的休止角之差 

Fig. 5  Variation of angle of repose predicted by BP, RBF and 

Kriging from DEM simulation 

 

3.3  隐含层节点数对休止角智能模型的影响 

    在本文使用的神经网络结构中(见图 4)，输入层、

输出层节点数分别由样本输入、输出变量个数确定，

因此只需分析隐含层节点数对智能模型性能的影响。

分别使用 BP、RBF 神经网络创建 7 个休止角智能模

型，其隐含层节点数如表 5 所示。 

 

表 5  不同隐含层节点数对休止角智能模型性能的影响 

Table 5  Influence of number of hidden layer neurons on 

performance of intelligent models of angle of repose 

Number of 
neurons 

MSE (train set)  MSE (test set) 

BP-ANN RBF-ANN  BP-ANN RBF-ANN 

10 0.0046 0.3393  0.3530 0.3913 

20 0.0048 0.1379  0.3673 0.7327 

30 0.0039 0.0804  0.3739 1.1047 

40 0.0068 0.0455  0.5137 112.81 

42 0.0068 0.0191  0.4333 243.73 

44 0.0042 0.0023  0.2672 2376.07 

46 0.0049 1.97E−7  0.3097 13432.6 

 

    对于 RBF 神经网络增加隐含层节点数能够显著

减小其休止角智能模型针对训练集的 MSE，当隐含层

节点数接近训练样本数时，RBF 神经网络模型误差几

乎为零，此时针对测试集的 MSE 显著增大，这是由

于模型出现了过拟合，导致泛化能力变差。而对于 BP

神经网络，在训练时网络对目标的逼近能力和测试时

网络的性能表现，隐含层节点数的变化对其影响都不

大。因此，BP 神经网络模型较 RBF 神经网络模型具

有更好的稳定性。 
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3.4  颗粒形状及摩擦因数对休止角的影响 

    最后，本文采用综合性能最优的 BP 神经网络模

型分析 δ及 μs对 θ的影响，如图 6 所示。δ、μs的取值

范围分别为 0.1~1.9、0.1~0.8，间隔都为 0.01，共包含

12851 个数据点。采用智能模型对如此大的数据量进

行预测，仅需 0.5067 s，与 DEM 仿真相比具有很大优

势。分析图 6 可以发现： 

    1) θ随 δ、μs的增加呈现出增大的趋势。由于摩擦

因数 μs越大颗粒越难产生滑动，因此，当形状变量 δ

不变时，如 δ=1(红色实线)，休止角 θ 随 μs 的增加从

25°升高至 30°；类似地，当 μs=0.4 时(蓝色实线)，也

可以观察到 θ随 δ的增加而增大的趋势(从小于 19°到

大于 33°)，这是由于颗粒形状变量越大(即颗粒越不规

则)，使得颗粒越难产生滚动，因此对应的休止角也将

增大。这类趋势分别与文献[35]与文献[24]中观察到的

趋势是一致的。 

    2) θ的最大值及最小值是 δ、μs联合作用的结果。

θ 的最大值 34.1°和最小值 18.5°分别出现在图 6 中右

上角(红色区域，即 δ＞1.5 且 μs＞0.6 的区域)和左下角

(蓝色区域，即 δ＜0.4 且 μs＜0.3 的区域)，结合第 1)

点的分析可知，这是颗粒形状变量和摩擦因数共同作

用的结果。 

    3) 图 6中左上(右下)角的 θ对 μs (δ)的变化并不敏

感，这是因为该区域颗粒的运动方式主要为滚动(滑

动)。在文中第 1.1 节已说明，δ 越小簇颗粒越接近球

形颗粒，则颗粒越容易发生滚动。当摩擦因数较大(μs＞

0.4)，而颗粒形状变量较小时(δ＜1.0)，即图 6 中左上 

 

 

图 6  休止角 θ随形状变量 δ和摩擦因数 μs变化的等值线图 

Fig. 6  Influence of particle shape variable δ and friction 

coefficient μs on angle of repose 

角区域，对应颗粒的运动方式主要为滚动，因此，θ

对 μs的变化不敏感，而对 δ的变化很敏感，如蓝色虚

线所示，θ 随 δ 的减小出现明显降低。相反，当颗粒

形状变量 δ＞1.3 而摩擦因数 μs＜0.4 时(图 6 中右下角

区域)，该区域对应颗粒的运动方式以滑动为主，因此，

θ 对 δ 的变化不敏感，而对 μs的变化很敏感，如红色

虚线所示，θ 随 μs的减小出现明显降低。该结论与文

献[36]结论相吻合，也进一步表明智能模型的预测结

果是可信的。 

 

4  结论 

 

    1) 相比休止角的 DEM 仿真，智能模型的运算速

度很快，因此可使用智能模型替换 DEM 仿真进行后

期休止角的预测，避免再次运行长时间的 DEM 仿真。 

    2) 休止角的智能模型相比传统克里金回归模型

有更快的运算速度和更优的预测性能。其中，BP 神经

网络模型的综合性能最优。 

    3) 采用 BP 神经网络模型分析休止角受颗粒形状

和摩擦因数影响，所得结论与现有研究结论相一致，

进一步表明该智能模型预测结果是可靠的。 
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Data driven intelligent modeling method for angle of repose of 
non-spherical discrete particles 

 

HU Zhou, LIU Xiao-yan, WU Wei-ning 
 

(College of Electrical and Information Engineering, Hunan University, Changsha 410082, China) 

 

Abstract: The discrete element method (DEM) simulation of the angle of repose (AoR) of non-spherical is 

computationally intensive and time consuming. Based on the obtained DEM simulation data, the data driven intelligent 

modeling methods—the BP neural network and RBF neural networ were used to model the AoR of non-spherical discrete 

particles, and were compared with the traditional Kriging regression methods. The results show that the speed of the 

intelligent models is dramatically faster than the speed of the DEM simulation; the intelligent model has better predictive 

performance than the traditional Kriging regression model, and the BP neural network model has the best overall 

performance. Finally, based on the BP neural network model, the influences of particle shape and friction coefficient on 

the AoR were analyzed. It is found that the AoR increases with the increase of particle shape variable and friction 

coefficient, which further indicates the credibility of the intelligent model. 

Key words: non-spherical discrete particles; angle of repose; intelligent model; discrete element method 
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