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摘  要：通过轴对称缺口圆柱试件设计，消除了端面摩擦对金属(特别是延性金属)试件压缩变形行为的影响。基

于压缩过程中外力功与试件内能之间的能量守恒原理，推导了压缩流动应力的近似修正公式，并给出了相应的迭

代修正过程。针对铝合金 2024，利用修正后的流动应力−应变关系对压缩过程中试件的最小横截面直径和内能进

行了预测，并与实验结果进行了比较。研究结果表明：在整个压缩过程中，试件的最小横截面直径的预测值与实

验值吻合，且试件内能与实验外力功始终保持一致，从而验证了该修正方法的有效性。 
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有限元数值模拟是金属塑性成形过程分析的重要

研究手段，而准确的流动应力−应变关系是对该过程

进行数值分析的重要前提。由于金属成形过程主要处

于压应力状态，且压缩实验可以获取更大塑性变形量

的应力−应变曲线，所以如何获取准确的压缩流动应

力−应变曲线是非常重要的。 

目前，金属材料压缩应力−应变关系主要通过轴

对称圆柱试件压缩实验获取，但由于压头与试件端面

之间的摩擦约束，试件在整个压缩过程中无法保持均

匀应力状态，这对金属材料(特别是延性金属)压缩流

动应力−应变曲线的准确性影响很大[1]。消除或修正这

种端面摩擦约束影响的方法主要有以下几种：一是通

过在接触面上添加润滑剂或在试件端面设计凹槽等方

式来直接减小摩擦作用[2]，这种方法对于大变形的延

性金属效果并不理想，当压缩载荷逐渐增大时，两接

触面间的润滑作用会逐渐减弱，凹槽面会产生明显的

塑性变形，从而影响对摩擦的消除效果[3]；二是 COOK

等[4]提出的外推法，通过多组不同长径比的圆柱试件

压缩实验找到应力随长径比变化的规律，再外推得到

长径比无穷大(无摩擦状态)时的应力，该方法避免了

对压缩端面真实摩擦约束情况的分析，但其外推结果

精度受限于试件的长径比范围，当长径比较大时试件

易发生屈曲，从而导致实验无效；三是利用试件变形

特征求解端面摩擦因数，进而对流动应力进行修正，

这其中以圆柱试件鼓度法[5−10]以及圆环镦粗法[11−15]最

为典型，在这些方法中，端面摩擦行为常常被假设为

特定的线性摩擦模型，并以平均摩擦因数表征整个接

触面的摩擦特性。但在压缩过程中，随着载荷的增大，

试件端面的不同区域常常处于不同的摩擦类型，且不

同类型之间还会发生相互转换，摩擦常表现出非线   

性[16]，所以端面摩擦行为描述的准确性将会直接影响

到流动应力的修正计算。除此以外，目前最为常用的

是实验和数值模拟相结合的各种逆向求解方法[17−19]，

但这些方法需要给出应力、几何参数以及摩擦因数等

之间准确的数学函数关系。总的来说，上述各种实验

及有限元方法对端面摩擦约束的修正都有其自身的

缺点或局限性，这是由于端面摩擦行为的复杂性所造 

成的。 

本文作者为了避免对试件端面复杂摩擦行为的分

析，采用新型的缺口圆柱试件设计来消除端面摩擦约

束对试件压缩变形的影响。基于缺口试件压缩过程中

的能量守恒原理推导压缩流动应力的近似修正公式，

同时结合有限元分析，对流动应力进行迭代修正，获

取金属材料准确的压缩流动应力−应变关系。 
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1  流动应力修正方法 
 
1.1  近似修正公式 

在端面摩擦等约束存在时，压缩外力所做的功

WF将转化为两部分能量：一部分转化为试件的塑性应

变能 WP 储存在试件中；另一部分则转化为试件端面

与压头之间的摩擦功Wf。所以外力功可以表示为 
 

F P f+ dW W W F U= = ∫                          (1) 
 
式中：F 为压缩过程中试件所受的外力，U 为试件的

位移。而塑性变形能和压缩过程中摩擦作用所耗散的

能量可以分别表示为 
 

P 0= d = d dW U V Vσ ε∫ ∫ ∫                       (2) 
 

f | |dW u Vμσ= Δ∫                            (3) 
 
式中：U0 为试件的应变能密度，V 是试件的体积，μ
为试件端面的摩擦因数，Δu为试件端面的滑移速度。

为了避免对端面复杂的摩擦行为进行描述，这里采用

缺口圆柱试件设计来消除端面摩擦的影响[20]，如图 1
所示。在压缩过程中，试件端部不会发生变形，压头

和试件端面之间没有相对滑动，从而也没有磨擦作用

所带来的能量耗散。 
 

 

图 1  缺口圆柱试件压缩 

Fig. 1  Compression of notched cylindrical specimen 

 
所以，通过这样的试件设计就可以使试件在压缩

过程中外力所做的功将完全转化为试件的塑性应变

能： 
 

F PW W=                                     (4) 
 

由于外力功完全转化为试件的变形能，所以这里

将缺口试件模型近似等效为一个无端面摩擦作用的理

想圆柱试件压缩模型。对于理想圆柱压缩模型，试件

在压缩过程中应力、应变状态均匀，所以塑性变形能

WP可以表示为 
 

P = d d = dW V Vσ ε σ ε∫ ∫ ∫                       (5) 
 

在压缩过程中，试件在任一时刻 γ的轴向位移 U(γ)
和真实应变 ε(γ)可以表示为 
 

( ) tU Uγ γ=                                 (6) 
 

0
( ) ln(1 )t

U
h
γ

ε γ = − −                          (7) 

 

0
ln(1 )tt

U
h

γγε = − − =  
 

2

0 0

( 1)ln[1 ( ) ]
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t tU U
h h

γ γγ −
− − + +LL          (8) 

 
式中：Ut为 γ=1 时的轴向位移，γ 为一无量纲时间参

数，0≤γ≤1；h0为理想圆柱试件的初始高度；εt为 γ=1
时的真实应变。所以，在 Ut/h0较小时，忽略二阶及其

以上的高阶项，等式(8)可以表示为 

0
ln(1 ) ( )t

t
U
h

γε γ ε γ= − − =                      (9) 

将式(6)和式(9)分别代入式(2)和(5)中，可以得到

外力功和塑性变性能以及 ΔW的表达式为 
 

F dtW FU γ= ∫                              (10) 
 

P dtW V σε γ= ∫                             (11) 
 

d d ( )d 0t t t tW FU V FU Vγ σε γ σε γΔ = − = − =∫ ∫ ∫  (12) 
 

由于在压缩过程中能量守恒，所以对于任一时刻

γ，上述等式均成立，所以在时刻 t，即 γ=1 时，由上

述方程可以得到 
 

0t t t t tFU Vσ ε− =                             (13) 
 

假设此时等效圆柱试件的轴向压缩位移为 U，高

度为 h，真实应变为 ε，真实压缩流动应力为 σ1，待修

正的压缩流动应力为 σ2，于是可以得到 
 

2 1 2 1=( ) ( )FU F F U V Vσ σ ε σ εΔ − = − = Δ         (14) 
 

2 2 2

exp( ) 1= =F U F
F h F

σ ε
σ ε ε
Δ Δ Δ −

⋅ ⋅                  (15) 

 

1 2
2

exp( ) 1= 1 F
F

εσ σ
ε

⎡ ⎤Δ −
⋅ − ⋅⎢ ⎥
⎣ ⎦

                   (16) 

 
式中：F1为缺口试件压缩实验的真实载荷，F2为以流

动应力σ2作为输入进行缺口试件压缩实验模拟得到的

载荷。可以看出，在小应变范围内，上述修正关系能

较好地成立；而当试件塑性变形较大时，公式(8)中忽
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略的高阶项所引进的误差将会影响流动应力的修正结

果。所以对于塑性变形较大的延性金属材料而言，单

次修正的效果是不够理想的。 
 

1.2  迭代修正步骤 

为了减小近似修正公式在大变形条件下产生的误

差，得到更加准确的材料应力−应变曲线，这里需要

结合有限元分析对流动应力进行迭代修正。在迭代修

正过程中，| / |F FΔ 和 | / |σ σΔ 的值会逐渐减小，流动

应力−应变曲线也会逐渐收敛。基于上述分析，这里

给出有限元迭代修正方法的具体修正过程： 

1) 通过光滑圆柱试件压缩实验获取材料的初始

流动应力−应变曲线； 

2) 利用设计的缺口试件进行压缩实验获取其真

实的载荷−位移曲线； 

3) 将获取的流动应力−应变曲线作为本构输入对

缺口试件压缩过程进行有限元模拟，获取材料的载  

荷−位移曲线； 

4) 将步骤(3)得到的载荷−位移曲线与缺口试件

压缩实验得到的载荷−位移曲线进行比较，如果载荷

的相对误差值大于规定值，则利用公式(16)对真实流

动应力值进行计算，得到修正后的流动应力−应变曲

线； 

5) 重复步骤 3)和 4)，直至载荷的相对误差值收敛

到规定的误差值范围内。 

 

2  铝合金 2024 轴对称圆柱试件压缩 

 

2.1  圆柱试件压缩实验 

本实验中所用材料为铝合金 2024，其主要力学性

能参数如下：弹性模量 71 GPa，泊松比 0.3，密度 2.78 

g/cm3；所用试件为两种轴对称圆柱试件，分别为 d12 

mm×12 mm 的光滑圆柱试件以及整体尺寸为 d16 

mm×24 mm 的缺口圆柱试件。在常温、准静态条件

下对两种试件进行单轴压缩加载，并记录整个加载过

程的载荷−位移曲线以及试件的变形过程。 

在光滑圆柱试件压缩实验中，试件会发生整体变

形，当压头与试件端面之间存在摩擦作用时，试件的

变形会变得不均匀，在试件中部会出现鼓胀效应；而

对于缺口圆柱，无论端面摩擦是否存在，其全部变形

都集中在试件的中部区域，试件的端部不会发生变形，

如图 2 所示。 

 

 

图 2  不同类型圆柱试件的压缩 

Fig. 2  Compression of different cylindrical specimens: (a) 

Smooth specimen; (b) Notched specimen 

 
从图 2 还可以看出，无论是光滑圆柱试件还是缺

口圆柱试件，其最终的破坏形式均为沿 45°方向的剪

切破坏，并且裂纹均是从试件中部表面开始产生，这

是由于试件端部约束(光滑圆柱试件主要为端面摩擦，

缺口圆柱试件可以视为端部固约束)作用下，试件中部

的鼓胀区域表面会出现拉应力，从而导致此处的剪切

应力增大，最终使试件从这里开始发生破坏。而由于

缺口试件的特殊构型，在压缩加载初期，试件缺口部

位处于多向压缩应力状态，所以其压缩过程中的鼓胀

效应要明显弱于光滑圆柱试件，试件中部的拉应力也

相对更小，从而“减缓”了试件的破坏，可以使试件

获得更大范围的塑性应变，这也说明利用缺口圆柱试件

压缩实验对流动应力−应变曲线进行修正是可行的。 
通过压缩实验得到的光滑圆柱试件的真实应力−

应变曲线和缺口圆柱试件的载荷−位移曲线分别如图

3 和图 4 所示。 
 
2.2  缺口试件压缩过程数值模拟 

本研究利用 ABAQUS/Standard 对缺口试件的压

缩过程进行数值模拟分析，鉴于缺口试件的几何特征，

这里采用轴对称模型，如图 5 所示。试件网格单元类

型采用 4 节点轴对称单元，两端压头采用刚性单元，

压头与试件端面之间接触类型为面面接触。在压缩过 
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图 3  光滑圆柱试件的真实应力−应变曲线 

Fig. 3  True stress−strain curve of smooth cylindrical 

specimen 

 

 
图 4  缺口圆柱试件的载荷−位移曲线 

Fig. 4  Load−displacement curve of notched cylindrical 

specimen 

 
程中，模型下端轴向位移固定不变，上端以恒定速度

进行压缩加载，数值模拟加载位移与真实实验位移保

持一致。 
为保证有限元模型单元尺寸不对修正结果造成影

响，这里以 4 种不同的单元尺寸(1.6 mm、0.8 mm、0.4 
mm 以及 0.2 mm)对试件模型进行网格划分，并以不同

单元尺寸下的载荷−位移关系响应对网格密度敏感性

进行了分析，如图 6 所示。 
从比较结果可以看出，试件有限元模型对网格密

度存在一定的敏感性，当单元尺寸逐渐减小时，试件

的载荷−位移曲线逐渐收敛，直至单元尺寸减小到 0.4 
mm 以内时，载荷−位移曲线基本趋于一致。所以，为

了避免网格密度对修正结果的影响，这里取 0.2 mm
为试件有限元模型的单元尺寸。 

 

 

图 5  缺口试件模型 

Fig. 5  Model of notched specimen: (a) Geometry dimensions; 

(b) Finite element model (Unit: mm) 

 

 
图 6  缺口圆柱试件在不同单元尺寸下的载荷−位移曲线 

Fig. 6  Load−displacement curves of notched cylindrical 

specimen for different element sizes 

 

3  结果与讨论 
 
3.1  端面摩擦对缺口试件压缩变形行为的影响 

为了进一步研究端面摩擦对缺口试件压缩过程的

影响，这里利用光滑圆柱试件压缩实验得到的流动应

力本构关系对不同摩擦情况(无摩擦、μ=0.2、μ=0.4、
μ=0.8 以及粗糙表面)下缺口试件压缩变形进行数值模

拟，得到了试件轴向压缩载荷随位移的变化，如图 7
所示。 

从图 7 可以看出，不同摩擦情况下，试件在相同

压缩位移量下所受的载荷是相同的。所以对于同一材

料和几何尺寸的缺口试件来说，摩擦约束存在与不存

在时试件的载荷−位移曲线都是相同的，进而说明压

缩载荷所做的功也是一样的。 
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数值模拟结果表明，不同摩擦条件下试件端部几

乎没有变形，所有变形均集中在试件中部。以无摩擦

和粗糙表面情况下的变形结果进行比较知道，在相同

压缩位移下，试件径向位移和等效塑性应变分布一致，

都分布在试件缺口区域，且最大偏差均不超过 0.5%，

如图 8 所示，这与缺口试件压缩实验现象也是吻合的。

所以，对于缺口试件，压头与试件端面之间摩擦力的 
 

 
图 7  缺口圆柱试件在不同端面摩擦条件下的载荷−位移曲

线 

Fig. 7  Load−displacement curves of notched cylindrical 

specimen for different friction conditions 

 

影响可以忽略不计。 
 
3.2  流动应力迭代修正 

按照修正方法中的迭代修正步骤对初始流动应力

进行修正，得到了不同迭代次数下的铝合金 2024 的流

动应力−塑性应变曲线以及对应载荷−位移曲线分别

如图 9 和 10 所示。 
从图 9 和 10 中可以看出，在迭代修正过程中，铝

合金 2024 的流动应力逐渐趋于一致，且经过 4 次的迭

代修正后，其流动应力基本保持稳定，对应的载荷−
位移曲线与实验结果吻合很好。在修正过程中，载荷

相对误差的绝对值随着迭代次数的增加而不断减小，

如图 11 所示。 
从图 11 比较结果可以看出，利用修正公式进行单

次修正后，相对载荷误差值依旧较大，且随着应变的

增加误差逐渐增大，但经过 4 次迭代修正后，载荷的

最大相对误差值已从初始状态的 11%减小到 1%左右，

这说明迭代过程是收敛的。为了更进一步验证修正结

果的准确性，这里利用光滑圆柱试件压缩实验得到的

流动应力本构关系以及经过 4 次迭代修正后的流动应

力本构关系对缺口试件压缩过程中缺口根部横截面的

直径变化进行模拟预测，并与不同载荷水平下的实验

测量结果进行比较，其结果如图 12 所示。 

 

图 8  缺口圆柱试件的压缩变形数值模拟 

Fig. 8  Numerical simulation of compressive deformation of notched cylindrical specimens: (a) Radial displacement with μ=0; (b) 

Equivalent plastic strain with μ=0; (c) Radial displacement with rough; (d) Equivalent plastic strain with rough 
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从图 12 对比结果可以看出，经过迭代修正后的

流动应力本构关系能非常好地模拟出缺口试件压缩 
 

 
图 9  不同迭代次数下的流动应力−塑性应变曲线 

Fig. 9  Flow stress−plastic strain curves for different iterative 

times 

 

 
图 10  载荷−位移曲线模拟结果与实验结果的比较 

Fig. 10  Comparison of load−displacement curves between 

simulation results and experimental results 

 

 
图 11  不同迭代次数下的相对载荷误差值 

Fig. 11  Relative errors of load for different iterative times 

实验过程中试件根部横截面直径的变化情况，而未经

修正的本构关系预测结果则随着压缩载荷的增加偏

差越来越大。同时，从功能转化的角度来说，本修正

方法成立的前提是外力功与试件内能之间的能量守

恒，所以这里采用公式(1)对缺口试件压缩实验获取

的载荷−位移曲线进行积分计算实验过程中的外力

功，然后在相同压缩位移下分别采用初始流动应力本

构以及经过 4 次迭代修正后的流动应力本构对缺口

试件压缩过程进行模拟，得到两种本构输入下试件的

内能，并将其与真实实验过程的外力功进行比较，其

结果如图 13 所示。 
从图 13 可以看出，在不同压缩位移量下，经过迭

代修正后的流动应力本构关系模拟得到的试件内能与 
 

 
图 12  缺口圆柱试件根部横截面直径模拟预测与实验结果

的比较 

Fig. 12  Comparison of diameters of cross section in root of 

notched cylindrical specimen between simulation predictions 

and experimental results 

 

 

图 13  缺口圆柱试件内能与实验外力功的比较 

Fig. 13  Comparison of internal energy of notched cylindrical 

specimen and external work of experiment 
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实验载荷−位移曲线计算得到的外力功始终保持一

致，这也从能量守恒的角度证明了迭代修正结果的准

确性。 
 

4  结论 
 

1) 缺口圆柱试件的设计有效地避免了对压缩实

验中压头与试件端面之间复杂摩擦行为的分析，基于

此设计提出了以能量守恒原则为基础的流动应力近似

修正公式。 
2) 借助于有限元数值模拟分析，结合流动应力近

似修正公式可以对金属材料压缩流动应力进行迭代修

正，得到收敛后的流动应力值。 
3) 以铝合金 2024 为例，对该修正方法进行了验

证，其结果证明经该修正方法得到的流动应力−应变

关系可以很好地预测铝合金 2024 在压缩过程中的变

形行为，并使试件内能与实验得到的外力功在整个压

缩过程中保持一致。 
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Correction method of compression flow stress of 
metals based on energy conservation principle 

 
JIA Dong, HUANG Xi-cheng, MO Jun, HU Wen-jun 

 
(Institute of Systems Engineering, China Academy of Engineering Physics, Mianyang 621900, China) 

 
Abstract: The influence of interfacial friction on the compressive deformation behavior of metals (especially ductile 

metals) was eliminated by design of axisymmetric notched cylindrical specimen. Based on the energy conservation 

between external work and internal energy of specimen in compression test, an approximate correction formula of 

compression flow stress was derived and the corresponding iterative correction procedure was proposed. For aluminum 

alloy 2024, both the diameter of minimum cross-section and the internal energy of specimen in compression process were 

predicted by the corrected flow stress-strain relationships and compared with the experimental results. The results show 

that the predicted diameters of minimum cross-section are agree with the experimental data and the internal energy of 

specimen is always consistent with the experimental external work in the whole compression process, which verify the 

effectiveness of the correction method. 

Key words: flow stress; interfacial friction; notched cylindrical specimen; energy conservation; iterative correction 
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