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摘  要：由于实测数据包含噪声和其固有的不完备性，决定了频率域电磁测深数据在数学计算上是一个非唯一解

的、不稳定的问题，这就意味着不同的地电模型可以拟合在同一剖面上的视参数数据。面对这种问题可以通过给

定加权的正则化方法使得病态逆问题变为稳定。本研究实现了频率域线源可控源音频大地电流法(CSAET 法)剖面

的二维反演计算。为了使反演过程稳定，采用了模型参数的平滑度约束的方法，并使用自适应正则化参数技术客

观上调整了反演参数。并且在计算过程中利用了伴随方程近似计算方法，减少了计算灵敏度的耗时。数值计算表

明，利用合成的数据可以得到精确的反演结果。 
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Abstract: The frequency domain electromagnetic sounding calculation is a mathematically non-unique problem with 

instability because the observed data contain noise and its inherent incompleteness. Thus different models can fit the data 

from the same cross-section well. This problem can be solved by using regularization method. This study implements the 

two-dimensional inversion of frequency domain line source CSAET. The method of model parameters smoothness 

constraints and adaptive regularization technique was used to stabilize the inversion process. Besides, the adoption of 

adjoin equation approximate calculation method is more time efficient in the calculation of sensitivity. The numerical 

calculation results show that the use of synthetic data can contribute to the accurate inversion results. 

Key words: CSAET method; line current source; 2D inversion; smoothness-constrained 
                      

 
频率域人工源电磁测深法勘探自从推广以来已经

得到广泛的应用[1]。近年来不论是正演模拟，还是反

演计算，地球物理工作者都尝试了很多，也相应地取

得了一定的成功[2]。尽管三维建模和反演算法现已取

得很多进步[3]，野外试验也逐渐展开，由于它们计算

耗时和操作麻烦，成本较大，解释技术还不成熟，还

没有广泛应用。 
目前，二维反演分析仍然在实际应用中扮演主要

角色，但在国内外常用的还是以二维的 TM 极化模式

进行反演，成功与失败案例平分秋色。本文作者在科 
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研和野外工作中发现，可以尝试线源可控源音频大地

电流法(以下皆称作 CSAET 法)剖面的二维反演。国内

几乎没有单位线源二维 CSAET 法反演进行野外试验

尝试，数值模拟和反演计算更鲜有文献论述。因此，

尝试优化的线源二维CSAET反演算法显得尤为必要。 
众所周知，有限单元法(FEM)和有限差分法(FDM)

是对频率域大地电磁法响应进行数值模拟的主要工 
具[4−5]，三维频率域电磁法正演响应也经常用积分方程

法[6]。对于一维层状介质，其一般都有解析解，较为

简单；但当面对二维复杂地形和复杂介质模拟时，电

磁场的正演响应没有解析解，且有限差分法在模拟起

伏地形条件下的频率域电磁响应时没有有限单元法精

度高[7]，因此，本文作者利用有限单元法对线源二维

CSAET 法进行数值模拟计算。 
近年来，国内外学者在电磁数据反演方面也取得

了新的进展，比如 TORRES-VERDIN 等[8]实现了起伏

地形下的 Born 近似层析电磁数据反演成像问题；

SAKASHITA 等[9]利用这一原理从钻孔电磁数据中提

取了钻孔的电阻率和磁化率特征曲线；ZHDANOV  
等[10]发展了一种把非线性方程组线性化的拟线性策

略。本文作者在其基础上，提出了一种平滑约束技术，

通过反演模型参数转换，来更好的解决这个问题；通

过这种方法，反演迭代中的电导率更好的得到了限制，

提高了反演的准确度。 
本研究中，利用平滑度约束反演方法反演了由线

电流源产生的二维频域电磁响应数据。首先，采用有

限单元法进行了线源二维 CSAET 数值模拟得到了正

演响应数据。为了检查算法的有效性，在文中把解析

解和数值结果做了对比分析。其次，开发了一个平滑

约束最小二乘反演方法，并利用伴随方程法计算了反

演过程中的灵敏度矩阵。最后，通过合成模型验证了

本文算法的正确性。 
 

1  正演计算 
 
1.1  变分方程 

本研究中假设的地电模型如图 1 所示， y方向为

走向方向，沿 y方向电阻率不变，电阻率的变化在 xz
平面，假设电磁波按照时间域谐波 e−iωt变化，由电流

源产生的电磁波在二维情况下，图示测量模式为 TE
模式[11]，如下式所示： 
 

1 1( ) ( )
i i

y y
yx x z z

σ
ωμ ωμ

∂ ∂∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂

E E
E  

 
0 0( ) ( )I x x z zδ δ− −                       (1) 

 
式中：Ey表示 y 方向的电场强度，I 为电流源的电流

强度，δ为狄拉克函数，ω是角频率，σ为模拟空间的

电导率，μ(=4π×10−7 H/m)为磁导率。 
 

 

图 1  二维正演模型三维坐标系示意图 

Fig. 1  3D Coordinate system for 2D forward modeling 

 
将水平电偶极沿地层走向延伸到无限远，电偶极

源变成了线源，那么对于二维地电模型来说，场也就

是二维，对于外边界条件，采用无穷远边界条件，即

认为电场在外边界已经衰减到非常小，接近于零，对

结果的影响不大，可以忽略。式(2)变分式与边值式(1)
等价，如下： 
 

21 1( ) ( )
2 iy yF
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1 2 ( ) ( ) d d
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E          (2) 

 
式中：Ω为计算空间，即为图 1 中的 Site1~Site3 之间

的地表以下垂直于异常体的断面。 
 
1.2  有限单元法 

为了解式(2)微分方程的解，本研究利用有限单元

法，把计算域剖分成能够进行模拟的四边形，如图 2
所示。x 方向上的网格在源附近划分最密，在测区部

位相对稀疏一些，其他部分划分稀疏；y 方向上以地

表为界，空气层划分稀疏，地层下网格剖面在探测区

域划分较为密集，深部相对稀疏，本研究中采用矩形

单元将整个区域剖分，矩形单元采用双二次插值，在

每个单元上取 8 个点(4 个端点和 4 条边的中点)。每个

矩形网格内的电场场值由若干个节点值相加而成，用
e
yE 表示，如下式： 

 8
e e

1

e
y i yi

i
N

=
= ∑E E                              (3) 

 
式中： e

iN  表示单元节点的形函数， e
yiE 表示每个节

点的电场值，在局部坐标系 ξ(横坐标)和 η(纵坐标)下
的插值函数可以表示为[12]： 
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图 2  有限元剖分模型示意图 

Fig. 2  Schematic model of finite element subdivision 
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利用上述方法及式(4)插值公式对式(2)进行了离

散插值，由方程式(2)得到： 

2 T
e 1e ee

1 1 1( ) d d
2 2 y yx z
iωμ

∇ =∫ yE E K E              (5) 

2 T
2e ee

1 1d d
2 2y ye yx zσ =∫ E E K E                   (6) 

T
0 0e

2 ( ) ( ) d dy yI x x z z x zδ δ− − − = −∫ PE E           (7) 

式中：P 为与电流源相关的参数。假设每个单元的计

算方程在满足边界条件下都可以得到解，然后将它们

扩展矩阵相加，得到 y⋅ =K E P ，其中 K为总体扩展

矩阵，Eye 代表单元各节点 y 方向上的电位场值的列  
向量。 
 
1.3  正演算例验证 

为了验证有限单元法正演模拟的正确性，设置地

电模型为均匀半空间，把利用有限单元法求出的数值

解和均匀半空间条件下的解析解进行了对比。均匀半

空间的解析解的表达式已经由 WARD 等[11]给出，如式

(8)所示： 

0
0 1 0 1 1 12 2 2

1 0

i
[ ( ) ( )]

π( )
I

ik xK ik x ik xK ik x
k k x
ωμ

= −
−

yE     (8) 

式中：K1为第二类 1 阶的修正贝塞尔函数；k0和 k1都

为电磁波在模拟介质中的波数。 
假设均匀半空间的电阻率为 100 Ω·m，电流源的

方向沿y轴中心坐标在地表的x=0 m处。在频率100 Hz
沿着 x轴的有限单元数值解的场值计算结果如图 3 所

示，其结果用红色小圆圈表示；细蓝色实线表示同样

条件下由式(8)计算出的解析解，发现两者对应较好。

通过此例说明正演算法是有效正确的。 
 

 

图 3  电阻率 100 Ω⋅m的均匀半空间解析解和有限单元法数

值解对比图 

Fig. 3  Comparison of finite element method response and 

analytical (solid line) solution on surface of 100 Ω⋅m 

half-space (Symbols represent the FEM solution and solid line 

represents the analytical solution) 

 

2  二维反演 
 

2.1  平滑约束最小二乘反演 

频率域电磁数据的反演问题是病态的、非线性的，

可以通过正则化方法对其进行求解[13]。如下式所表

示： 
 

( ) ( ) ( )= + ⋅P m φ m β S m ,                       (9) 
 
式中： ( )φ m 为反演目标函数， ( )S m 为稳定因子函数，

β为正则化参数，正则化参数在求解 ( )P m 最小值时

起权衡作用。其中 ( )φ m 和 ( )S m 可用下两式表示： 
 

2( ) || ( ) ||= −φ m d F m                          (10) 
 

2( ) || ||=S m Cm                               (11) 
 
式中：F(m)为正演响应函数，m表示模型空间向量，
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d表示数据空间向量，C表示模型参数的权重矩阵。 
目前解此类方程有很多种数学方法[14−16]，此处利

用平滑约束最小二乘反演方法求解正则化反演问题。

使得式(9)线性化，如下式表示： 
 

T T 1 TΔ ( ) Δ−= +m J J L L J dβ          (12) 
 
式中：Δd 表示观测的视参数和正演响应数据的误差

向量，Δm表示每次反演计算迭代过程中的模型误差

向量，J 为反演过程中的灵敏度矩阵或者由正演响应

函数 F 产生的雅可比矩阵，L 为拉普拉斯(二阶)平滑

因子。 
 
2.2  灵敏度计算 

理论上，灵敏度的计算有如下 3 种方式：1) 直接

计算方法；2) 灵敏度方程法；3) 伴随方程法[17]。这 3
种方法的计算时间分别与 fN M× 、 fN M× 和 o fM M×
的正演计算相关(N是正演参数的数量，Mf 为参与计算

的频率的数量的数量，Mo 为测量点的数量)。因为在

反演计算过程中，模型参数的数量远远大于观测数据

的量，所以伴随方程法计算灵敏度矩阵最为有效。 
利用伴随方程法计算了灵敏度矩阵，用此方法计

算了电磁数据的反演问题。为了达到反演的目的，电

导率被表示为基函数的有限线性组合 ( )τ r  [18]： 
 

1
( ) ( )

N

j j
j=

= ∑τ r τ ψ r                            (13) 

 
式中： jψ 表示基函数， jτ 表示权系数；r为搜索半径。 

这样灵敏度矩阵的计算就可以由下式得出： 

d
o

y
j

j
v

Ω

∂
′= ⋅

∂ ∫
r

E
Ε Eψ

τ
                       (14) 

式中： ′E 表示在电磁场空间Ω 里面的辅助场场值。 
 
2.3  正则化参数的选择 

正则化参数平衡着最小的数据误差和模型粗糙度

之间的关系，是评判反演过程稳定性和分辨率的重要

参数，使得它们两者达到平衡。在此过程中利用自适

应正则化参数计算方法，计算式如下： 
 

( 1)

( 1)
[ ( )]
[ ( )]

k
k

k

−

−
=

φ mβ
S m

                           (15) 

 
式中：k 表示第 k 次反演拟合迭代的次数，正则化参

数选择与第 k次迭代关系如表达式： 
 

( 1)max( , )k kc −= *β β β                        (16) 
 
式中：0.01≤c≤0.5，βk 为正则化因子最大值； *β 由

式(15)自适应算法的极小值得到。 

 

3  算例 
 
3.1  模型一 

如图 4(a)所示，设计的模型在 x 和 z 轴组成的平

面上，设计剖面的长度为 6000 m，深度为 3000 m，

其中 x轴上的坐标范围为(−3000 m，3000 m)，z轴上

的坐标范围为(−3000 m，0 m)，围岩电阻率设置为 500 
Ω·m；异常体设置 2 个，位置在 x轴(−1000 m，−500 m)、
z轴(−1000 m，−500 m)的正方形异常设置为1000 Ω·m，

位置在 x轴(500 m，1000 m)、z轴(−1000 m，−500 m)
的正方形异常设置为 250 Ω·m。 

反演的初始网格由 52 列和 26 行组成，共计 1352
个剖分单元，选择的背景场电阻率值为 500 Ω·m，测

量点为 30 个，点距 200 m，选择的频点为分别为 0.125、
0.25、0.5、1、2、4、8、16、32、64 和 128 Hz，共计

11 个频点。图 4(b)所示即为反演结果，从图 4(b)中可

以看出：反演后最大的电阻率变为 660 Ω·m，最小电

阻率为 320 Ω·m，从反演结果的模型电阻率等值线断

面可以清楚的识别低阻区域和高阻区域。这从侧面说

明平滑度约束反演算法处理 CSAET 频率域电磁数据

时能很好地反演简单的组合模型，但高阻异常与初始 
 

 

图 4  模型一正演初始模型和反演结果 

Fig. 4  Performance test of 2D smoothness-constrained 

inversion for simple model: (a) 2D true model used for 

resistivity inversion showing both buried two rectangular 

bodies located starting at 500 m depth from surface; (b) 

Inversion result for frequency-domain electromagnetic data 
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模型相比，电阻率变低；低阻异常与初始模型相比，

电阻率变高。 

 

3.2  模型二 

图 5(a)所示为 SASAKI 提出的电磁法经典模   

型[19]。剖面线总长为 17500 m，深度 4000 m，其背景

电阻率值为 50 Ω·m，剖面深部镶嵌两个 5 Ω·m 的低阻

异常，在地表附近设置了一个 100 Ω·m 的相对高阻异

常和一个 10 Ω·m 的相对中等电阻率异常。此剖面设置

为 35 个测点，点距为 500 m，选择的频点仍分别为

0.125、0.25、0.5、1、2、4、8、16、32、64 和 128 Hz

共 11 个频点。 

此模型的正演响应仍然利用上文中提到的有限单

元法，其初始网格由 40 列、和 28 行组成，共计 1120

个剖分单元，利用本研究中提到的方法进行反演。图

5(b)所示为此模型的反演结果，可见反演结果分层较

为明显，电阻率范围与模型一类似，具有高于背景电

阻率的异常反演后电阻率变低而低于背景电阻率的异

常反演后电阻率值变高的现象。 

通过上述两个模型的计算，表明二维平滑度约束

方法可以有效地对CSAET频率域电磁数据进行反演。 
 

 

图 5  模型二正演初始模型(a)和反演结果(b) 

Fig. 5  Performance test of 2D smoothness-constrained 

inversion for model as same as one tested by SASAKI[19]: (a) 

2D true model; (b) Inversion result for frequency-domain 

electromagnetic data 

 

4  结论 
 

1) 推导了垂直频率域线源频率域 CSAET 法二维

电场微分方程，并推导了其变分方程，利用有限单元

法进行程序编制，实现了其正演响应的求解。 
2) 编制了二维平滑度约束方法反演算法，实现了

简单模型和 SASAKI 复杂模型的反演计算，对设置地

层和异常体反演结果较好。 
3) 反演过程中采用自适应正则化参数技术实现

了自动调节反演过程中的正则化因子。 
4) 从理论上分析了伴随方程近似法计算灵敏度

的耗时较小，并成功的进行了反演计算。 
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