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基于最小梯度支撑的 
2.5D 井地电位法正则化聚焦反演 
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摘  要：利用最小梯度支撑稳定因子进行 2.5D 井地电位聚焦反演。通过对边界近似处理、结合基于图论理论的

矩阵重排与填入元分析方法，实现一种快速的正演稀疏矩阵直接分解方法，提高了正演计算效率。为了突出对陡

变异常体边界的识别能力，引入最小梯度支撑稳定因子(MGS)，采用重加权共轭梯度(RRCG)方法进行反演目标函

数求解。结果表明：MGS 具有良好的聚焦特征，RRCG 反演迭代过程稳定、收敛速度快。对“L-curve”选择正则

化因子的算法进行改进，避免了传统采用最大曲率计算时需要对离散数据求导引起的误差，同时该算法对于出现

多个拐点的“L-curve”也可正确选择正则化因子。 
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Abstract: The 2.5D focusing inversion for borehole-to-ground electric potential was implemented using minimum 

gradient support function. The boundary approximation, matrix rearrangement and fill-in element analysis algorithm 

based on graph theory were adopted to complete the fast algorithm of direct decomposition method for sparse matrix, the 

computational efficiency was improved. In order to improve the inversion ability to discriminate boundary of abnormal 

bodies, the minimum gradient support stability factor (MGS) was adopted. On the other hand, re-weighted regularized 

conjugate gradient (RRCG) inversion method was applied to solve inverse function. The results show that the stability 

factor is good at invert sharp boundary of underground bodies, RRCG method is stable and fast. For the rapid selection of 

the most suitable regularization factor, the revised “L-curve” algorithm was studied. New method based on the simply 

principle of distance from point to line, the error caused by the derivation of discrete data was avoided when the 

regularization factor was calculated using the maximum curvature method, moreover, for multiple inflection point of the 

“L-curve”, it also can select the best regularization factor. 

Key words: borehole-surface electrical method; re-weighted regularized conjugate gradient; L-curve; minimum gradient 
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直流电阻率法是矿产资源勘查、水资源调查的常

用方法之一，近年来特别是在环境与工程地球物理中

得到广泛应用。直流电阻率方法采用地表观测，通过

视电阻率曲线或拟断面图对地下目标体进行推断解

释。在某些情况下，由于测区、目标体电阻率差异的

限制，严重影响探测深度与分辨率，井地电法由于井

中电极的引入，大大改善了传统方法的不足，但是井

地电位方法难于采用视参数拟断面图表示，因此，资

料解释更依赖反演技术，当前井地电位正演与反演成

为了研究的热点[1−6]。SCRIBA[7]和 SPITZER[8]利用边

界元法实现了三维井地电位正演模拟；PRIDMORE 
等[9]利用有限元法实现三维井地电位正演模拟；徐凯

军等[10]和王志刚等[11]采用有限差分实现了垂直线源

井地电位法三维正演模拟；戴前伟等[12]进行了井地电

位 2.5 有限元数值模拟异常分析；柳建新等[13]进行了

坑道内的聚焦超前探测电阻率法有限元数值模拟研

究；LI 等[14]进行了地面和井中观测数据的三维反演研

究；柯敢攀等[15]应用非线性阻尼最小二乘迭代算法实

现了井地电法的三维正反演研究；吕玉增等[16]采用了

共轭梯度法求解最小二乘目标函数实现了井地三维激

电数据的快速反演；王志刚等[17]实现了 Born 近似快

速三维井地电法数据的反演；安然等[18]实现了井地三

维电阻率反演。 
众所周知，地球物理反问题存在不稳定性与多解

性，正则化方法是得到稳定解的重要方法之一。正则

化方法通过在反演目标函数中引入稳定因子，对模型

解空间进行约束，减少反问题的不适定性。地球物理

中常用的稳定因子形式有：最小模型约束、最大平滑

模型约束、模型总变化量约束、最小支撑约束、最小

梯度支撑约束等。CONSTABLE 等[19]、SMITH 等[20]

和 ZHDANOV 等[21−22]成功地将最大平滑模型约束应

用到地球物理反演解释，其中，以 CONSTABLE 等[19]

和DEGROOT-HEDLIN等[23]提出的OCCAM反演算法

应用最为广泛。RUDIN 等[24]在对图像边界的识别研究

中提出了模型总变化量约束，该方通过模型参数梯度

在定义域中 L1 范数最小进行约束，识别陡变边界；

GAO 等[25]将模型总变化量约束应用到生物荧光成像

中；BURSTEDDE 等[26]在一维全波场反演中也采用了

模型总变化量约束；韩波等 [27]结合模型总变化量   
和经典正则化方法的优点，实现了电阻率成像的    
混合正则化反演算法。为了减少随机的局部不均匀体，

LAST 等 [28]提出最小体积支撑约束，应用于重力    
资料反演解释；之后 GUILLEN 等[29]和 BARBOSA   
等 [30]对这一方法进行改进，使约束条件具有方     
向 性 ； CANDANSAYAR[31] 、 MEHANEE 等 [32] 和

PORTNIAGUINE 等 [33]将其引入 MT 数据反演；

GRIBENKO 等 [34] 将其用于 CSEM 三维反演；

VIGNOOLI等[35]分析了最小支撑稳定因子中 β取值对

反演结果的影响。最小梯度支撑约束是一种有利突出

陡变边界实现聚焦反演的约束形式，它是由

PORTNIAGUINE 等 [36]提出并应用到地球物理反演

中；之后，ZHDANOV 等[37]实现了重力的聚焦反演；

SALAH[38]同样将此方法应用到井间电磁模型反演；刘

小军等[39]进行了二维大地电磁数据的聚焦反演算法

研究。 
反演是井电位法数据处理的核心，直接影响后期

资料解释。为了提高陡变边界地质体的识别能力，本

文作者采用最小梯度支撑的稳定因子实现了聚焦反

演。为提高计算速度，采用了基于最小填入元思想的

稀疏矩阵 LDLT 分解算法；为了快速精确选择正则化

因子，研究“L-curve”改进算法，避免求曲线曲率过程

中对离散数据求导引起的误差；采用重加权共轭梯度

法(RRCG)求解正则化目标函数[36]，提高求解的稳定性

与收敛速度，且该方法只需在初始迭代时选择一次正

则化因子，在后面的迭代中自动调整。反演试算例表

明，该方法具有较好的陡变边界识别能力和良好的应

用前景。 
 

1  井地电位正演理论 
 

直流电阻率三维问题对地质体走向(z 方向)进行

傅里叶变换，得到 2.5D 井地电位的边值问题[40]，其

表达式为 
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式中：区域 Ω为二维研究区域；Γs、Γ∞为二维区域的

边界(Γs为区域 Ω 的地表边界，Γ∞为区域 Ω 的地下边

界)；σ为电导率；r 为点电源到边界的距离；n 为边界

外法向方向；k 为傅氏变换波数；α为边界外法向方向

与供电点到边界矢量夹角；K0、K1分别为零阶、一阶

第二类贝塞尔函数；(xs，ys)表示 xy 平面上的供电点坐

标；δ(x)表示以 x 点为中心的一维狄拉克函数；I 为供

电点电流。 
为了更好地模拟地下地质体的形态和提高正演计

算的精度，采用了三角单元双二次插值有限单元法求
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解。式(1)的边值问题与求解式(2)的变分问题等价。 
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通过对式(2)进行离散，得到线性方程组： 
 
KU=P                                      (3) 
 

求解式(3)即可求得结点上傅氏域电位。通过傅里

叶反变换得到电位 u，研究工作采用八点滤波系数进

行傅里叶变换及反变换，正变换系数(km)与反变换系

数(gm)如表 1 所列[41]。 
 
表 1  傅氏变换系数 km和 gm 

Table 1  km and gm parameters of Fouriers inverse transform 

m km gm 

1 0.003694 0.007699 

2 0.031109 0.028744 

3 0.105288 0.071942 

4 0.291071 0.181920 

5 0.766626 0.468466 

6 1.994081 1.210086 

7 5.172940 3.147197 

8 13.672040 8.763861 

分析式(2)可知，如果将区域 Ω分成目标区和边界

区，目标区为异常体存在的区域，其网格步长采用等

距剖分，边界区的网格步长采用指数递增的形式来模

拟无穷边界。由于采用指数扩边，供电点到边界的矢

径 r 相对计算区目标区足够大，因此，可采用目标区

中心到边界的矢径近似，这样刚度矩阵只与波数有关，

而与供电点无关。依据这一特点，为了提高计算的效

率，结合基于图论理论的矩阵重排与填入元分析算法，

设计了稀疏矩阵的 LDLT 分解算法。对于确定的剖分

形式，只需一次基于最少填入元的符号分析[42] ，对

于同一波数只需一次 LDLT 分解算法，大大提高了正

演的计算速度为反演研究奠定了基础，具体计算流程

如图 1 所示。 
 

2  井地电位聚焦反演 
 

反演是井地电位资料解释的重要环节。为实现陡变

边界地质体反演，研究了基于最小梯度支撑稳定因子的

正则化反演技术。正则化因子的选择与目标函数的最优

化求解是正则化反演的两个关键环节，本文作者在

“L-curve”基础上提出了一种改进的“L-curve”方法，实

现了正则化因子快速选择；采用 RRCG 方法求解反演

目标函数，提高了反演过程的稳定性与计算效率。 
 

 

图 1  井地电位有限单元正演计算流程 

Fig. 1  Flow chart of borehole-surface electrical numerical simulation using FEM 
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2.1  基于最小梯度支撑的正则化反演 

Tikhonov 正则化， 

min→+= )()(),( mmm mdP αϕϕα                           (4) 

式中： P(α，m) 为目标函数； α 为正则化因子

(Regularization parameter)；φd(m)为数据目标函数；

φm(m)为模型约束目标函数，也称稳定因子(stabilizer) 
[21]；m为模型参数。 

通常采用实测数据与预测数据的距离来表示

φd(m)，即 
 

=−=
2

))((ˆ)( dmWm d Adϕ  
 

))((ˆˆ))(( dmWWdm dd −− AA TT               (5) 
 
式中： dŴ 为数据权重矩阵；A(m)正演函数；d为观测

数据。 
ZHDANOV 等[21]利用最小范数形式给出了一种

稳定因子的统一表示形式。最小模型稳定因子是最常

采用的稳定因子形式，它采用了当前模型和先验模型

之差的 L2范数。模型约束目标函数的表达式为 
 

=−=
2
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式中：mapr 为先验模型； mŴ 为模型权重矩阵。如果

以式(6)为标准形式，通过引入矩阵 eŴ 则可以得到不

同稳定因子的统一表示形式[33]。 
为实现陡变异常体的边界反演，PORTNIAGUINE

等[36]提出了最小梯度稳定因子： 
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式中：β 为聚焦因子。分析可知，式(7)作为稳定因子

将突出模型梯度的变化，从而实现聚焦反演。 
为了利用式(7)统一表示稳定因子，采用式(7)构造

模型权重函数： 
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式中：m(r)为模型参数分布函数； )(rm∇ 为模型参数

梯度；e 为与计算机数值精度有关的一个很小正数。 
然后将式(5)、(6)和(8)代入到式(4)中，有 
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即可得到基于最小梯度支撑稳定因子的正则化反演目

标函数。 
 
2.2  重加权共轭梯度法(RRCG) 

采用重加权共轭梯度法求解式(9)表示最优化问

题，该方法在每一次迭代过程中利用前一次计算    
得 到 的 模 型 向 量 重 新 计 算 权 重 矩 阵 eŴ ， 令 

)(ˆˆ
nene mWW = ， nm 为第 n 次迭代的模型向量。重加

权共轭梯度法模型更新为 
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式中： nkα 为线性搜索的迭代步长； )(~

nmI α 为共轭梯

度搜索方向向量。 
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式中： )( nmIα 为第 n 步迭代的最速下降方向向量，

可表示为 
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度法搜索方向的正交性有 
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为确保式(10)每一次搜索目标函数充分下降，线

性搜索的迭代步长为 
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另外，当 n=0 时，有 
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为确保目标函数下降，可以利用稳定因子进行正

则化因子自适应调整，  
 

⋅−= +++
2

)1(11
ˆ)()( nenns Wmmm T

apr
MGS  

 
)()(ˆ

1
2

naprnm s mmmW MGS γ=−+            (16) 
 
其中： 
 

)(ˆˆ)(

)(ˆˆ)(
22

1
22

)1(1

apr
T

apr

apr
T

apr

mmWWmm

mmWWmm

−−

−−
= +++

nmenn

nmnenγ       (17) 

 
根据 γ可实现正则化因子的自动调整，即 
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2.3  修正“L-curve”方法 

正则化因子 α是数据目标函数和模型约束函数的

加权系数，是反演的关键参数之一。HANSEN[43]提出

用“L-curve”(见图 2(a))来确定正则化因子，该方法通

过求取双对数坐标下 )(mdϕ 与 )(mmϕ 曲线最大曲率

κ 来确定正则化因子 α。双对数坐标下 )(mdϕ 与

)(mmϕ 曲线曲率可表示为 
 

2
3

224

42

)(

22

ρηλ

ηηλλρηηρλ
η
ρηκ

+

′++′
′

=                (19) 

 
式中： )(mdϕρ = 、 )(mmϕη = ；η′为η对α 的一阶

导数。在反演过程中，由于η是离散的，其导数只能

通过数值方法计算，精度不高，严重影响了κ 值。另

外，在实际试算中发现双对数坐标下 )(mdϕ 与 )(mmϕ
曲线并不总是呈“L”形，很多情况下表现为两个拐点

(见图 2(b))。 
针对上述情况，提出了“L-curve”的改进算法，其

基本原理是基于点与直线的关系，利用点到直线的距

离进行计算，算法具体步骤： 
 

 

图 2  L-Curve 特征图 

Fig. 2  L-curve feature map: (a) One inflection point; (b) Two 

inflection points 

1) 给出初始的正则化因子 }{ iα ，求解式(9)得到

}{ iαm ， 并 计 算 对 应 的 ),((lg),{( id
ii qp αϕ m=  

))}(lg im αϕ m ； 
2) 令 lgi iβ α= ，对 )},{( ii pβ 和 )},{( ii qβ 分别作 3

次样条插值，分别将插值函数记为 )(βp 和 )(βq ； 

3) 取“L-curve”上的两个端点，计算直线表达式

)0( =++ CByAxM ； 

4) 取“L-curve”上的任意点 )( kk ,qp ，将其带入直

线表达式 M 中，计算 }0){( <++ CBqp,qp kkk kA ； 
5) 计算所有 )( kk ,qp 到直线 M 的距离{dk}，筛选

出距离最大的点 dh； 
6) 在区间 ),( 11 +− hh αα 加密剖分，作为初始值重新

计算步骤 1)~步骤 5)，直到满足收敛条件。 

改进的“L 曲线”算法，无需利用 )(mmϕ 的导数信

息，可以自动舍弃错误曲率点，提高了正则化因子的

求取精度。 
 

3  反演算例分析 
 
3.1  模型试算 

均匀半空间中存在一个倒“L”型的低阻异常体(见
图 3)，低阻异常体的电阻率为 50 Ω·m，背景电阻率为

100 Ω·m，在水平坐标 10 m 与 20 m 布设井中电极(共
32 个，每口井 16 个)，地表布设 30 个电极。反演数

据由模型正演结果加入 2%随机噪声得到。分别采用

最小梯度支撑、最平滑模型及最小模型稳定因子进行

反演，反演断面如图 4 所示。各种稳定因子均能反映

低阻异常体的存在，最小梯度稳定因子得到的反演结

果相对其它稳定因子，边界更明显，并且背景电阻率

接近 100 Ω·m；其它两种稳定因子，反演断面存在多

处假异常，异常体边界的陡变程度受到井位置的影响，

离井越近边界越明显。 
 

 

图 3  模型示意图 

Fig. 3  Schematic diagram of model 
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图 4  反演电阻率断面 

Fig. 4  Inversion resistivity sections: (a) Minimum gradient 

support; (b) Maximum smoothness; (c) Minimum norm 

 
3.2  某汉代墓葬区主剖面反演 

文物保护单位对某汉代墓葬区进行保护性挖掘，

为确定墓室、陪葬坑、墓道的位置及是否存在古代盗

洞等情况，进行了直流电法勘探工作。在主剖面探测

过程中，利用一个垂向盗洞开展了井地电法测量，地

表采用 2.5 m 极距，共布置 60 个电极；盗洞中采用 1.0 
m 极距，共布置井中电极 8 个(电极位置见图 5，其中

部分在反演区外的地表电极未画出)。采用最小梯度稳

定因子的正则化反演目标函数，应用 RRCG 方法进行

了反演，反演电阻率断面如图 5 所示。 
从地表地形推断，两处高程最高的地方(水平坐标

20~32 m，55~75 m)为主墓与陪葬墓的封土区，其下方

应当存在墓室。两个封土堆的正上方均存在垂向盗洞，

其中，右侧年代较久，根据当地百姓反映可能发生在

20 世纪 80 年代，左侧盗洞正在开挖还没有达到墓室，

左侧盗洞也是利用布置井中电极的盗洞。由反演电阻

率断面(见图 5)可知，该断面电阻率变化范围为 40~400 
Ω·m，其中高电阻率区(＞280 Ω·m)主要分布在高程较

高和地形变化大的位置，推测主要是由于这些区域有

利于排水比较干燥而造成；−10 m 以下为低电阻率区

(＜100 Ω·m)，结合水文地质资料推测，与地下潜水面

有关；右侧封土下在 160~220 Ω·m 的包围区内存在

220~280 Ω·m 的封闭异常，推测中间封闭异常为墓室，

墓室周围的高阻推测与夯土等施工有关；左侧封土下

在 100~160 Ω·m 的包围区内存在 40~100 Ω·m 的封闭

异常，推测中间低阻封闭异常为墓室。左、右两侧墓

室分别表现为低阻与中高阻，后经现场考查发现，左

侧盗洞内部有水，而右侧盗洞内部较为干燥。 
 

 

图 5  主剖面反演电阻率断面 

Fig. 5  Inversion resistivity section of mainly survey line 

 

4  结论 
 

1) 近似的边界处理以及基于符号分析的 LDLT分

解算法有利于提高了正演计算效率，为快速反演奠定

基础。 
2) 采用改进的“L-curve”求取正则化因子，计算方

便，无需对离散数据求导，提高了反演的稳定性。 

3) 重加权共轭梯度方法通过在每次迭代过程中，

计算变权重矩阵 eŴ ，并且利用前一次稳定因子与本次

稳定因子的比值作为正则化因子的衰减系数，这种迭

代过程中自适应求取正则化因子的方法提高了反演效

率及结果的稳定性。 
4) 最小梯度支撑稳定因子有利于提高 2.5D 井地

反演陡变异常体边界的识辨能力。 
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