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电磁场作用下中铝合金熔体流动的 
混沌特征的仿真与分析 
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摘  要：为探明铝合金熔体在电磁场作用下的流动特征，利用 Fluent 软件模拟电磁场作用下铝熔体中微粒的流动

轨迹，计算这些流动轨迹的混沌特征参数：最大 Lyapunov 指数及 Kolmogorov 熵。并根据不同电磁频率搅拌下

铝合金熔体中微粒的运动轨迹，对其进行混沌特征判断及分析。结果表明：铝合金熔体在电磁场作用下的流动具

有混沌特征；电磁频率为 5、15 和 30 Hz 时，在铝合金熔体中都发生了混沌对流，其最大 Lyapunov 指数都大于

0，且其 Kolmogorov 熵随着电磁频率增大而迅速增加，说明其系统内混沌程度越大，信息损失量也越大。 
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Simulation and analysis on chaotic characteristic of 
flow in Al alloy melt under electromagnetic field 
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Abstract: In order to find out the flow features of Al alloy melt under the electromagnetic field，the trajectories of the 
particle in Al alloy melt was simulated by the computational fluid dynamics software Fluent, and the chaotic 
characteristic parameters such as max Lyapunov exponent and Kolmogorov entropy were calculated, and they were used 
to characterize the trajectories of three groups. The chaotic characters on the flow trajectories of Al alloy melt were 
judged and analyzed according to the trajectories of the particle in the melt under the electromagnetic field. The results 
show that there is chaotic character for flow in Al alloy melt under electromagnetic field. Chaotic advection happens in 
the melt at different frequencies such as 5, 15 and 30 Hz. The maximum Lyapunov exponents are beyond 0. And 
Kolmogorov entropy increases rapidly with increasing the frequencies, indicating that its system has more degree of 
chaos and more information loss. 
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在合金的凝固过程中，熔体流动所起的作用已有

不少研究[1−6]，凝固前沿的熔体流动通过影响固液界面

处的热质分布和结晶动力学，从而对凝固组织的形态、

成分和晶体缺陷产生影响。而且合金熔体的流动是凝

固过程中一种不可避免的现象，也是影响其综合性能

的重要因素之一。为了利用熔体流动对凝固显微组织

进行有效预测和调控，人们在合金凝固的研究和生产

中使用了各种外场，其中电磁场技术是在合金凝固前 
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或凝固过程中对合金熔体施加电磁场，利用合金和电

磁场的相互作用，改善其凝固组织[7]。 
电磁场作用下的金属凝固是一个非平衡过程，传

统的金属凝固理论可能不完全适应，还须不断探索新

的理论及研究方法进行完善。铝合金中的添加元素或

细化剂(如 AlTiB、RE、Zr、Na)等是否能够实现强化、

净化、细化等功效，与它们在合金熔体中的分布不无

关系。以往的研究表明[8−9]，在熔体中，特别是固液共

存状态下，溶质元素的扩散迁移将受到熔体流动特性

的影响，继而影响到合金的凝固组织[10]。因此，控制

溶质在熔体中的传输、扩散与分布对合金制品的最终

性能极为重要。 
目前，由于凝固理论的不完善与研究手段的欠缺，

人们对于合金处于固液共存、高黏性状态下的流动规

律及其溶质传输的认识与控制，还受到一些限制。20
世纪 80 年代初期，AREF[11]提出了混沌对流的概念，

并用来强化粘稠流体中的混合、传质与传热。后来混

沌对流的理论与技术在化学工程中率先获得应     
用[12−13]，有实验研究表明，混沌混合可以有效改变搅

拌器内流体混合效果[14−15]。因此，引入混沌理论探索

合金熔体流场中溶质扩散、分布规律，达到控制合金

凝固组织具有十分重要的意义。 

在混沌理论中，表征系统动力学混沌特性的 3 个

特征量：维数、Lyapunov 指数、Kolmogorov 熵。为

今后进一步探究铝合金熔体在电磁场作用下流动的特

性，更好地调控熔体流动对合金中溶质传输、扩散与

分布的影响，继而对合金凝固组织的影响，本文作者

先用 CFD-Fluent 流体力学软件模拟电磁场中铝熔液

微粒运动轨迹，再在 Matlab 平台上分析计算运动轨迹

的 Lyapunov 指数以及 Kolmogorov 熵值，并对其变化

规律进行混沌判断描述及分析，揭示半固态合金熔体

在电磁场作用下流体的混沌特征，并对今后从非线性

科学的角度表明合金熔体流动对凝固组织影响的演变

打下基础。 

 
1  Fluent 模拟 
 

将盛铝熔液的容器(坩埚)简画成圆柱体(半径 3 

cm，高 12 cm)，所研究的电磁场内的流体为 A356 铝

熔液，其液态密度为 2630 kg/m3，动力黏度为 1.2×10−5 

Pa·s，热导系数为 161 W/m，比热为 880 J/kg；而该合

金的液相线温度与固相线温度分别为 615.6 ℃(888.6 

K)和 576.1 ℃(849.1 K)。电磁场为交变场，其电磁场

频率分别设置为 5、15 和 30 Hz。搅拌时间均为 5 s。
熔体浇注初始温度参数设置为 923 K(即 650 ℃)。选用

标准 k−ε 湍流模型。磁场强度通过加载 MHD 磁场模

块导入，已知磁场强度公式为 H=NL/Le，N 为线圈匝

数(实验所用为 3 个对极的电磁搅拌器，匝数为 9)；L

为电流强度；Le为样品有效磁路长度(横截面直径为 6 
cm)，可知磁场频率不同，励磁电流也不同，在频率

为 5 Hz 时，电流强度 L=0.425 A，磁场强度 H=63.75 

A/m；在频率为 15 Hz 时，磁场强度 H=191.25 A/m；

频率为 30 Hz 时，磁场强度 H=382.8 A/m。可知随着

磁场频率增加，磁场强度也随着增加。众所周知，金

属熔体在坩埚内会产生很大的温度梯度，甚至接近坩

埚壁会形成树枝晶，所产生的温度场分布及不同频率

引起的温度场变化是不同的，但不影响其合金熔体微

粒的运动且模拟搅拌时间仅为 5 s，合金熔体降温较

小，还可以保持液态而进行充分的流动，并不会影响

设置的边界条件。所以壁面采用黏性流动壁面 Wall

界面来模拟其滑移壁面，其动量方程、湍动能方程和

湍动能耗散率均采用二阶迎风差分格式，采用

SIMPLEC 算法。实验采用 3 组对比模拟实验，以其不

同的频率作为比较对象，每组随机模拟 2 个相近微粒

坐标的运动轨迹，分别标记为 A(A1，A2)、B(B1，B2)、
C(C1，C2)，如表 1 所列。 

将其运动轨迹导入 Matlab 中更加直观地显示(如
图 1~3 所示)。 

从图 1 中可以明显看出，在频率为 5 Hz 时，熔体

内微粒 A、B 和 C 在凝固系统中受施加的电磁场均发

生不规则三维流动。随着频率的增大其他条件不变的

情况下，在频率为 15 Hz 下，熔体内微粒 A、B 和 C

做较图 1 更复杂的湍流运动，如图 2 所示。随着电磁

频率进一步地增大，意味着电磁场对合金熔体的扰动

加剧，熔体流速加快，湍动越明显，其中的微粒运动

轨迹越复杂多变，如图 3 中 A、B 和 C 微粒轨迹所示。 
 
表 1  A、B 和 C 的起始坐标 

Table 1  Starting coordinate positions of A, B and C 

Group of coordinate A(A1, A2) B(B1, B2) C(C1, C2) 

Starting coordinates position A1(0, 1, 2), A2(0.05, 1, 2) B1(1, 2, 5), B2(1, 2.05, 5.5) C1(2, 0, 10), C2(2, 0.05, 10.5)
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图 1  A、B 和 C 在频率为 5 Hz 时的运动轨迹 

Fig. 1  Trajectories of A, B and C at frequency of 5 Hz: (a) 

A(A1, A2); (b) B(B1, B2); (c) C(C1, C2) 
 

 

图 2  A、B 和 C 在频率为 15 Hz 时的运动轨迹 

Fig. 2  Trajectories of A, B and C at frequency of 15 Hz: (a) 

A(A1, A2); (b) B(B1, B2); (c) C(C1, C2) 

 

 

图 3  A、B 和 C 在频率为 30 Hz 时运动轨迹 

Fig. 3  Trajectories of A, B and C at frequency of 30 Hz: (a) 

A(A1, A2); (b) B(B1, B2); (c) C(C1, C2) 
 

2  Lyapunov 指数及计算分析 
 
2.1  Lyapunov 指数 

首先，Lyapunov 指数是针对系统的轨道而言的。

混沌运动基本特点是运动对初始条件极其敏感，两个

极为靠近的初始坐标产生的运动轨迹，随着时间的演

变而分离，Lyapunov 就是表征这个现象的特征量。

Lyapunov 指数是检验系统的有序或混沌状态的重要

依据，而正的 Lyapunov 指数是刻画混沌系统的主要

特征。从最大 Lyapunov 指数[16−17]大于 0 可以判断出：

无论初始两条轨迹线多接近，随着时间的演变会成指

数增长而无法预测，这就是混沌现象。在一个 n 维的

动力系统中，以 x0为中心的一个很小 n 维球体，随着

时间演变，球体将变为一个近似椭圆球体，该球面成

为 n 维椭球面。在球的直径 x0趋向于 0 的情况，映像

与椭球相同的时间趋于无穷大。在迭代椭球的轴长增

加倍数的长期平均值，其对数成为 Lyapunov 指数。

那么相对应 Lyapunov 指数 λ0一般按 Lyapunov 指数大

小排列，即 λ1≥λ2≥…≥λn。一般对单变量的时间序列
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进行空间重构，然后用分析法和轨道跟踪法来提取系

统的 Lyapunov 指数。 
Lyapunov 指数对混沌初始条件敏感，其吸引子的

特征有：1) 任何吸引子，都至少有一个负的 Lyapunov
指数；2) 稳态运动或者周期运动都不可能有正的

Lyapunov 指数；3) 对于任何混沌运动系统，都至少

有一个正的 Lyapunov 指数。 
WOLF 等[18]提出基于相平面和相体积演化来计

算 Lyapunov 指数，此方法成为 Wolf 法，此法计算结

果不易受拓扑复杂性(如 Lorenz 吸引子)影响，所以

Wolf 法在计算最大 Lyapunov 指数来判断分析混沌特

性运用广泛。 
设混沌时间序列{x1，x2，x3，…，xn}，嵌入维数

m，时间 τ，重构相空间为 
 
Y(ti)=(x(ti)+x(ti+τ)，…，x(ti+(m−1) τ)), 
 

i=1，2，…，n−(m−1)τ                    (1) 
 
式中：ti为发生混沌时间；n 为自然数。当重构相空间

后，根据混沌吸引子分离特性，即用 Wolf 法计算最

大 Lyapunov 指数。 
取相空间初始点 Y(t0)，设初始点近邻点 Y0(t0)，它

们之间间距为 L(t0)，从初始时刻追踪两点的时间演  
化，直至 t1点时两点距离超过规定值 ε，有 
 
L′(t1)=|Y(t1)−Y0(t1)|＞ε，ε＞0                    (2) 
 
式中：L′(t1)为 Y(t1)和 Y0(t1)之间的间距；Y(t1)为 t1时的

相空间点，Y0(t1)为 Y(t1)的近邻点。再在 Y(t1)临近处找

随意点 Y1(t1)，保证 Y(t1)和 Y1(t1)两点间距小于规定值

ε，有 
 
L(t1)=|Y(t1)−Y1(t1)|＜ε，ε＞0                     (3) 
 
    为了使 L′(t1)与 L(t1)夹角 θ尽量小，反复重复式(2)
和(3)过程，直到 Y(t)到达时间序列终点；W 为总迭代

次数；t0为初始迭代所用时间；tW为迭代次数 W 所用

时间，所以最大 Lyapunov 指数 λmax为 
 

∑
− −

′
−

=
W

k k

k

w tL
tL

tt 10
max )1(

)(
ln1λ                     (4) 

 
2.2  最大 Lyapunov 指数计算与分析 

对测单变量的时间序列计算系统的 Lyapunov 指

数，有 Wolf 算法和 Jacobian 算法。Wolf 算法对计算

最大 Lyapunov 指数简单。利用所编程的 Wolf 算法对

其最大 Lyapunov 指数进行计算，结果如图 4 所示。

对于 A、B 和 C 坐标微粒轨迹不同频率下的最大

Lyapunov 指数，如表 2 所列。 
从表 2 可以看出：在相同运动时间下，A，B 和 C 

表 2  A、B 和 C 微粒轨迹在不同频率、相同运动时间的最

大 Lyapunov 指数 

Table 2  The max Lyapunov exponents of A,B and C particle 

trajectories at the same time but different frequencies 

Group of coordinate
Maximum Lyapunov exponent 

5 Hz 15 Hz 30 Hz 

A(A1, A2) 2.18 2.09 2.00 

B(B1, B2) 2.59 2.89 2.84 

C(C1, C2) 2.58 2.28 2.37 

 

 

图 4  A，B 和 C 在不同频率、相同运动时间下对应的最大

Lyapunov 指数变化趋势图 

Fig. 4  Maximum Lyapunov exponents trend chart of A, B and 

C particle trajectories at the same time but different frequencies 

 
在不同频率下得到的最大 Lyapunov 指数不同，并有

一个共同特点都大于 0，且最大指数值均在 2~3 之间。

从 Wolf 算法中最大 Lyapunov 指数判断，得知在频率

5、15 和 30 Hz 下，每组对应的系统轨迹都有混沌解，

即每组微粒在运动中发生了混沌流动，有混沌特性。

从图 4 可以看出，A、B 和 C 在不同频率下，最大

Lyapunov 指数的变化趋势。所选 B 组，不同频率对应

的最大 Lyapunov 指数都较其他两组大；C 组在不同频

率下对应的最大 Lyapunov 指数也比 A 组值大。无论

在所选的频率范围内，最大 Lyapunov 指数分布由大

到小依次为：B、C、A。但从目前研究情况来看，仅

能从最大 Lyapunov 指数判断其是否有混沌特性，并

不能单从最大 Lyapunov 指数的大小来判断混沌程度

大小，可从 K 熵来判断。 
 

3  Kolmogorov 熵及计算分析 
 

3.1  Kolmogorov 熵 
熵是物质系统的状态的丰富程度，或称为复杂程



                                           中国有色金属学报                                              2015年11月 

 

3030

度。热力学定义的熵是在能量空间分布均匀性的特征

量，分布越均匀，无序度越大，熵值越大；相反地，

分布越不均匀，有序度越高，熵值越小。所以一般认

为熵是状态的度量标尺。每一个正 Lyapunov 指数就

代表该方向信息的损失，那么有多个正 Lyapunov 指

数时，涉及了另外一个 Lyapunov 指数相关的量，即

Kolmogorov 熵(K 熵)[19−21]，它是刻画混沌的另一个重

要的特征，它可以用来区分规则运动、混沌运动和随

机运动。在不同的运动系统中，K 熵数值是不同的。

在规则周期运动中，K 熵为 0；在混沌运动中，K 熵

大于 0，且 K 熵越大，系统混沌程度越大，信息损失

量越大；在随机运动中，K 熵趋于无穷。在混沌运动

中：K 熵大于 0，K 熵越大意味着信息量的损失越大；

对于规则运动：K 熵等于 0；在随机运动中：系统不

可预测，故 K→∞，K 熵实际上代表总的信息流率。

GAO 等[22]采用 CFD 模拟计算了偏心搅拌的流场行为

变化，发现偏心结构的搅拌槽能够破坏系统的周期性

和对称性，从而诱发混沌；BRIONGOS 等[23]通过分析

三维流化床的表面自由波动维数和 K 熵，并通过计算

分析 K 熵对流化床流型的敏感性。杨世锡等[24]将 K 熵

引入故障诊断中来辨别故障类别及严重程度。杨春振

等[25]在运用 K 熵研究双支腿流化床颗粒交换时，得到

颗粒团簇交换方式促使系统更加混沌。尽管 K 熵研究

比较广泛，但在电磁搅拌器内研究熔体混沌流动应用

还是比较少。 
考虑一个 n 维动态系统，假设状态空间分为一个

个边长为 l 的 n 维正方体盒子，对空间一个吸引子和

一条落在吸引域中的轨道 x(t)，若 D(i1，i2，i3，…，im)
是 x(τ)落在盒 i1中，x(2π)落在盒 i2中，…，x(mτ)落在

盒 imτ中的联合概率，即 Kolmogorov 熵定义为  

⋅−= ∞→→ ττ m
S mk

1limlim 0   
 

∑
miii mm iiipiiip,,, 2121

21
),,,(ln),,,(

L
LL     (5) 

 
从时间序列来计算 K 熵一般有两种方法：最大似

然算法[26]和关联积分算法。其中最大似然算法相对简

单，计算结果没有二义性。已知对数似然函数 L(k)为 
 

∑
=

− −==
M

i
i

k
m bkMkbbbpkL

1

1
21 )ln(];,,,(ln[)( eL    (6) 

 
式中：(b1，b2，…，bm)为样本；M 是抽取样本独立的

点。求解其最大值就是有要得到样本概率最大 k 值。

得到 L(k)值，必须使 
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从式(7)可得到 K 熵的最大似然值 
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3.2  K熵计算与分析 
运用最大似然算法进行 Matlab 编程，求其 A，B

和 C 的 K 熵值，如表 3 所列。为了方便直观研究其规

律，作出 K 熵趋势图，如图 5 所示。 
 
表 3  A、B 和 C 微粒轨迹在不同频率、相同运动时间下的

K 熵值 

Table 3  Kolmogorov entropies of A, B and C particle 

trajectories at same time but different frequencies 

Group of 

coordinate

Kolmogorov entropy/(nats·s−1) 

5 Hz 15 Hz 30 Hz 

A(A1, A2) 550.77 2348.00 4077.00 

B(B1, B2) 659.18 1955.40 6609.30 

C(C1, C2) 819.19 1658.80 4050.30 

 

 
图 5  A、B 和 C 微粒轨迹在不同频率、相同运动时间下的

K 熵值变化趋势图 

Fig. 5  Kolmogorov entropy trend chart of A, B and C particle 

trajectories at same time but different frequencies 

 
从表 3 可以看出，无论在 5、15 还是 30 Hz 下的

轨迹 K 熵都远远大于 0，可见在运动系统中发生了混

沌现象且混沌程度较大。从图 5 可看出，3 条曲线随

着频率的变大，K 熵迅速增。加在 5 Hz 时，3 条轨迹

对应的K熵都大于 500小于 1000，由大到小的顺序为：

C 的 K 熵、B 的 K 熵、A 的 K 熵，由此可见在此频率

下，C 的微粒轨迹 K 熵最大，混沌程度更大。在 15 Hz
时，3 组微粒轨迹 K 熵比在 5 Hz 的时，大了一个数量

级。在 30 Hz 时，K 熵比在 15 Hz 时大了几个倍数，

可见频率增大，直接影响运动系统的混沌程度。在电
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磁场旋转时，熔体每一处产生感应电动势，感应电动

势使熔体产生电流，感应电流和和旋转电磁场相互作

用使熔体受到 Lorenz 力，所以使熔体内每个微粒产生

复杂的三维混沌流动。在低频率情况下，电磁搅拌功

率小，且搅拌速度也低，故使凝固系统中混沌程度不

高，随着频率的增加，搅拌速度和功率也增大，使得

熔体微粒流动加快，使系统混沌特性更加明显。K 熵

也是关联 Lyapunov 指数的一个量，为正 Lyapunov 指

数之和[27]。Lyapunov 指数正比于信息量的损失，而每

一个正 Lyapunov 指数意味着该方向的信息损失。所

以可以看出，K 熵越大，说明信息损失越大，系统更

加混沌。从表 3 及图 5 可以明显看出，K 熵最大的对

应的是 30 Hz 时的 B 微粒轨迹，而 K 熵最小的是 5 Hz
时的 A 微粒轨迹，由于每个熔体内微粒的位置不同，

合金凝固时所受 Lorenz 力的径向与切向力也不同，故

使熔体内微粒运动轨迹不同，对应的 K 熵也不同。可

见混沌不仅受单一变量的影响，且对初始条件位置也  
敏感。 

综上所述，在本实验范围内，不仅从 Lyapunov
指数还是 Kolmogorov 熵的计算中都可以得知在施加

电磁搅拌下的铝熔液内部存在混沌对流，而且直接体

现混沌对流所产生的影响还需从合金凝固组织的观察

分析中获取：是否混沌程度为一定值时，其凝固组织

形貌达到最佳，其晶粒越细小圆整；或是否混沌程度

越大，其凝固组织形貌而越优；或是相反，这都直接

影响混沌特征量和凝固形貌之间的关联。受电磁搅拌

的合金熔体中的微粒运动看似无规则，实则其混沌特

征量的值暗含着其内部的规律性。然而用 CFD-Fluent
流体力学软件及混沌特征量来研究电磁场作用下的合

金凝固组织形貌在国内外来说是极少的，所以今后还

需大量开展实验工作来分析和验证此研究。 
 

4  结论 
 

1) 在相同时间不同频率下，A、B 和 C 3 组运动

轨迹的最大 Lyapunov 指数都大于 0，值均分布在 2~3
之间，证明有混沌解，发生混沌运动。B 组轨迹在不

同频率对应的最大 Lyapunov 指数都较其他两组的大，

在 3 个不同频率下，最大 Lyapunov 指数由大到小依

次为 B、C、A。 
2) 在频率 5、15 和 30 Hz 下，其运动轨迹的 K 熵

都远大于 0。且随着频率增大，K 熵迅速倍增。在 5 Hz
时，A 组微粒轨迹 K 熵最小；在 30 Hz 时，C 组微粒

轨迹 K 熵达到最大，说明其混沌程度最大，混沌不仅

受频率影响，而且对初始条件坐标也敏感。 

3) 本研究表明，在一定频率电磁场的扰动下，铝

合金熔体中可以产生混沌流动。K 熵可用于表征电磁

搅拌内熔体混沌流动的特征，可为混沌理论调控流场

结构提供新的方法。 
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