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摘  要：以旋转交错网格(RSG)差分为基础，实现探地雷达(GPR)在非均匀突变介质中的正演数值模拟。通过利用

旋转交错差分算子，将雷达波场各场分量设置在非均匀突变介质的基本单元中，单元内同一物性参数定义在同一

位置，将对角线方向上物性参数差分值的线性组合来计算坐标轴方向上的物性参数差分值，针对非均匀特征变化

剧烈的网格区域，算法中的单元网格形式不再需要进行插值，扩宽了数值稳定性条件的限制。推导了适合于探地

雷达的旋转交错网格差分格式及 TMy极化模式下的更新方程组，实现了均匀介质和非均匀突变介质中的 TMy雷达

波场的数值模拟，并分别从解析解、模拟剖面和波场快照的角度，与标准交错网格差分算法进行了对比。结果表

明，在模拟非均匀特征明显的介质时，旋转交错网格算法可以选取更大的时间步长，数值色散程度控制更好，提

高了模拟效率和成像精度，可更有效地指导非均匀突变介质中探地雷达数据的解译。 
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Abstract: Based on the rotated staggered grid finite-difference, forward simulation in inhomogeneous media with strong 
discontinuities for ground penetrating radar (GPR) was implemented. By using the rotating staggered difference operator, 
the GPR wave field components and other physical parameters were distributed in the elementary cells of RSG, in which 
all field components of one physical property were located at one elementary unit in computational domain, then the 
difference of field components and physical parameters along the coordinate axes were calculated by using the linear 
combination value of them across the diagonal coordinate axes, no averaging of elementary cell was needed even in 
grids-domain with strong heterogeneities, which relax the limitation of the numerical stability condition. The rotated 
staggered grid finite difference scheme for GPR and the corresponding update equations was deduced in TMy polarization 
mode, then the numerical simulation of GPR wave field in TMy polarization mode was implemented, in addition, the 
comparation between the standard staggered grid and RSG was presented from three respects of the analytic solutions, the 
simulated sections and the field snapshots. The results show that with the more relaxed limitation of the numerical 
stability condition and the better controlling of numerical dispersion degree, the RSG difference algorithm improves the 
efficiency and accuracy of simulation, which can effectively guide the GPR data inversion and interpretation in the 
inhomogeneous media with strong heterogeneities. 
Key words: rotated staggered grid; standard staggered grid; ground penetrating radar; forward modeling; numerical 
dispersion 
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探地雷达正演数值模拟是研究雷达波波场传播规

律的有效途径，诸多数值计算方法已成功应用于探地

雷达的数值模拟中：射线追踪法正演成像[1−2]、频率域

法正演模拟[3−4]、积分法数值模拟[5]、伪谱法[6−9]、时

域有限差分法[10−19]等。高效的有限差分方法已经发展

成为了一种较成熟的数值模拟方法，然而在应对物性

参数差异较大或非均匀特征明显的异常目标体时，无

论是隐式还是显式的标准交错网格差分格式，均会造

成不同程度的数值不稳定性[20−21]。为解决该问题，国

内外学者从不同方面着重研究非均匀介质中的正演模

拟。FELLINGER 等[22]采用弹性有限积分法模拟了弹

性波的传播和散射，改善了各向异性非均匀介质的模

拟效果；底青云等[23]则采用有限单元法，推导了含衰

减项的有限元方程，实现了复杂介质的探地雷达有限

元数值模拟；陈承申等[24]提出了基于混合边界条件的

GPR 有限单元正演模拟；PITARKA 等[25]提出了不规

则差分网格的思想，在粗细网格的过渡区采用插值算

法来处理各项异性特征明显的网格区域，相应地提高

了模拟精度也降低了计算机内存；张慧等[26]在空间变

网格差分法的基础上，提出了空间和时间的双变网格

差分算法，提高了复杂介质数值模拟的精度；冯德山

等[27]结合单轴各向异性完全匹配层边界条件和交替

方向隐式差分法，突破了探地雷达稳定性条件的限制；

朱自强等[28]采用卷积完全匹配层边界条件实现了钻

孔雷达的全波场数值模拟；戴前伟等[29]采用三角形剖

分实现了对复杂探地雷达模型的有限元模拟，提高了

模拟精度；冯德山、王洪华等[30]则采用了只需节点而

无需单元的无网格 Galerkin 算法，得到了高次连续的

解；方宏远[31]等则推导了一阶显式辛分块龙格库塔的

辛算法，在与传统差分网格算法精度同等的情况下节

约了迭代计算的时间。 
旋转交错网格(Rotated staggered grid，RSG)差分

法于 2000 年首次由波动反演技术项目组 (Wave 
inversion technology consortium, WIT)的SAENGER 
等[20]提出，该差分格式在标准交错差分网格(Standard 
Staggered Grid，SSG)的基础上进行了改进。该算法将

所有的介质参数定义在同一单元的合适位置，单元内

同一物理量定义在同一位置，通过对角线方向物理量

差分值的线性组合来计算坐标轴方向上的物理量差

分，彻底解决了标准交错差分网格或传统同位网格在

模拟各向异性介质时需插值的缺点。目前，未见相关

文献和研究成果将该差分网格应用于探地雷达电磁波

数值模拟领域，而在地震波和声波数值模拟领域有一

些应用，相应的成果主要有：SAENGER等[32]介绍了

当模型中存在单一断裂结构异常体时所产生的弹性波

波场散射和绕射情况，并分析了RSG差分法的数值稳

定性和精确性；SAENGER等[33]采用RSG差分法模拟

了地震波在黏弹性介质和各向异性介质中的传播；陈

浩等[34]系统地介绍了RSG的差分格式，并给出了相应

的完全匹配层吸收边界条件及实现步骤；张鲁新等[35]

则将不分裂卷积完全匹配层的RSG差分法应用于孔隙

弹性介质的数值模拟中，解决了RSG中普通PML边界

条件吸收不足的缺点；严红勇等[36]推导了RSG任意偶

数阶精度有限差分格式，实现了各向异性介质和黏弹

性介质的地震波数值模拟，较好地反映地下介质的真

实情况。 
考虑到复杂地质体具有非均匀的广泛性，将弹性

波和声波领域的旋转交错网格差分法应用于探地雷达

正演模拟中。该方法继承了标准交错网格的高效迭代

特点，利用旋转交错差分算子，将各雷达波场分量及

物质参量(介电常数、磁导率、电导率)设置在非均匀

介质的基本单元中，利用对角线方向上差分值的线性

组合来计算非均匀特征变化剧烈的网格区域坐标轴上

的差分值，扩宽了标准交错网格中数值稳定性条件的

限制，解决了标准交错网格在选取极限时间步长后引

起的数值不稳定或不精确等缺点，可提高探地雷达在

非均匀突变介质中的模拟效率和成像精度。 
 

1  旋转交错网格差分格式 
 

与标准交错网格或传统同位网格差分算法相比，

旋转交错网格差分法采用不同的空间交错策略，先计

算单元格对角线方向上的相关物理量的差分，然后将

这些对角线方向上的差分值的线性组合来计算沿坐标

轴方向上的差分，即是将相同类型的物理量定义在同

一位置[20]。 
在二维(x，z)介质情况下，旋转交错网格有限差分

格式的算子可以写成如下形式： 
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式中：z′和 x′分别代表对角线方向上的向量；z 和 x 分

别代表坐标轴方向上的向量；Δz 和 Δx 则是沿坐标轴

http://www.wit-consortium.de/
http://www.wit-consortium.de/
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方向上的空间步长；Δr 是对角线的长度，且有

22 xzrΔ = ΔΔ + ，
z′∂
∂

和
x′∂
∂

为离散差分算子，其不

同的空间交错策略及单元网格场量分布如图 1 和图 2
所示。 
 

 
图 1  标准交错网格单元 

Fig. 1  Schematic diagram of elementary cells of standard 

staggered grid 
 

 

图 2  旋转交错网格单元 

Fig. 2  Elementary cells of rotated staggered grid 

 

2  TMy模式下 RSG 差分法的离散 
 

探地雷达正演模拟是在特定的介质模型区域中求

解 Maxwell 方程组的数值计算过程，在二维情况下只

含 Ey、Hx、Hz这 3 个分量的 TMy极化模式独立的方程

组可以写为 
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式中：μ为磁导率，H/m；σ为电导率，S/m；上标 m
和 e 分别表示磁场和电场作用；ε为相对介电常数；E
为电场强度，V/m；H 为磁场强度，A/m。在标准交错

网格的中心差分中，以 t 时刻(x，z)坐标中的电场分量

E(x，z，t)为例(磁场分量类似)： 
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在旋转交错网格中，则有 
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结合式(3)、(4)、(10)和(11)，在旋转交错网格中

式(8)和(9)可近似地写为 
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则式(5)、(6)、(7)可近似地写为 
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旋转交错网格中 FDTD 各场分量的位置如图 3 所

示，其他物性参数(相对介电常数 ε、磁导率 μ、电导

率 σ)的标记方式与场分量相同，该图为场量网格单元

向 y(y′)轴方向投影至 x′z′平面得到。 
在 TMy极化模式下，从图 3 所示的场分量分布，

以标准网格坐标标号来表示旋转网格坐标，可得到旋

交错网格中的 FDTD 更新方程： 转
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图 3  TMy极化模式的旋转交错网格场分量 

Fig. 3  Field component of RSG in TMy polarization mode 
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在程序中令所有的系数项分别为 
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           (29) 

 
显然，RSG 有限差分算法中系数项总数与 SSG

算法的相同，只是各更新方程所对应的系数项不同。 
 

3  RSG 算法的实现 
 

从 RSG 差分算法的更新方程中可以看出，各场分

量分别取前一时刻场值的相应半步长进行迭代，在更

新方程(20)~(21)中，磁场分量 Hx 和 Hz 均在(n+0.5)Δt
时刻获取更新，而电场分量 Ey 则利用更新式(22)在
(n+1)Δt 时刻获取更新。在各个边界处理上，本文作者

采用普通的 PML 吸收条件，其实现方式与 SSG 中相

同，最后将所有更新的当前场量进行存储，RSG 差分

算法的流程如图 4 所示。 
 

 

图 4  RSG 模拟程序流程示意图 

Fig. 4  Flow chart of RSG for simulation 

 

4  数值算例与分析 
 
4.1  RSG 算法正确性和稳定性验证 

为了验证 RSG 算法的正确性，建立一个有解析解

的含薄层均匀介质模型。如图 5 所示，模型为 2.0 m× 
2.0 m 的均匀混凝土介质，相对介电常数为 9.0，电导

率为 0.0001 S/m，薄层介质为湿砂，厚度为 0.20 m，

相对介电常数为 20.0，电导率为 0.001 S/m。为更细致

地分析 RSG 算法的稳定性，选取两种不同的时间步

长，分别采用 SSG 和 RSG 算法进行模拟，两种条件

下均选取空间步长 dx=dz=0.005 m，即分别选取较大的

时间步长和接近极限值的时间步长：dt1=0.015 ns，
dt2=0.03 ns，模拟时天线的中心频率为 800 MHz，边

界均采用常规 PML 吸收边界条件，各占据 8 个网格。 
 

 

图 5  含薄层的均匀介质模型 

Fig. 5  Homogeneous medium model with thin layer 

embedded 

 
图 6 所示为时间步长取 dt1=0.015 ns 的单道波计

算结果，实细线为解析解，实粗线为 RSG 模拟解，虚

线为 SSG 模拟解。与解析解相比，模拟解对薄层的上

下界面响应一致，初步证明了 RSG 算法的正确性，由

于选取了较大的时间步长，在 25~30 ns 时间段，SSG
模拟结果开始产生不稳定现象，见图 6 中的放大图、

图 7 和图 8 中箭头所示，说明在较大时间步长条件下，

RSG 模拟结果与解析解拟合得更好。 
为考察取更大时间步长时的稳定性情况，针对该

均匀介质模型，选取了接近 SSG 稳定性条件限制的极

限时间步长 dt2=0.03 ns，分别采用 SSG 和 RSG 算法

进行模拟，结果如图 9 所示。两种方法的模拟结果均

产生了不同程度的数值色散现象，但是 RSG 计算的结

果仍是以分辨薄层的上下界面，而 SSG 计算结果的色

散现象更严重，已无法分辨薄层的界面。由

d /t iΔ≤ 2v 可进行粗略估算(Δi 为空间步长)，SSG
算法在模拟均匀介质的时间步长限制条件约为 dt≤
0.03536 ns，而 RSG 算法约为 dt≤0.05ns。显然，在该

时间步长条件下，RSG 计算的过程更稳定。 
 
4.2  非均匀突变介质的模型 

为验证算法对非均匀突变点模拟的有效性，设置 



                                           中国有色金属学报                                              2015 年 7 月 1
 
948

 

 
图 6  SSG、RSG 数值模拟解与解析解的比较 

Fig. 6  Comparison of SSG, RSG modeling solution with its analytic solution 

 
了如图 10 所示的复杂模型，并分别采用 SSG 和 RSG
算法进行计算，模型为 2.0 m×2.0 m 的方形区域，区

域中存在诸多非均匀的多边形异常突变介质，突变介 
 

 
图 7  SSG 模拟的雷达剖面图 

Fig. 7  GPR simulation scans with SSG method 
 

 
图 8  RSG 模拟的雷达剖面图 

Fig. 8  GPR simulation scans with RSG method 

 
图 9  时间步长为 0.03 ns 时分别采用 RSG(a)和 SSG(b)算法

模拟计算的单道波信号 

Fig. 9  Single scanning signal simulated by RSG (a) and SSG 

(b) with time-step of 0.03 ns 

 
质为湿砂，其他参数与上述均匀介质模型的一致，同

样选取接近 SSG 稳定性条件限制的极限时间步长

dt2=0.03 ns，分别采用 SSG 和 RSG 算法进行模拟。 
图 11 所示为 SSG 算法模拟的雷达剖面图，受突

变介质相对介电常数的主要影响。由于在雷达波传播

至突变介质内部时，0.03 ns 的极限时间步长已超出了

SSG 稳定性条件的限制，在 5 个绕射反射波簇的尾部

均产生了大量的杂波和多次波，严重影响了突变介质

异常体的数目和分界面的分辨，数值色散现象严重，

且该现象的严重程度随传播时间的增加而增强。图 12 
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图 10  非均匀突变介质地电模型 

Fig. 10  Geoelectric model with strong heterogeneities 

 

 
图 11  SSG 模拟的雷达剖面图 

Fig. 11  GPR simulation scans with SSG method 

 

 
图 12  RSG 模拟的雷达剖面图 

Fig. 12  GPR simulation scans with RSG method 

所示为 RSG 算法模拟的雷达剖面，在 5 个绕射反射板

簇的尾部也产生了诸多的杂波和多次波，使得突变介

质异常体的分界面难以分辨，但并不影响其数目的分

辨，模拟结果存在一定程度的数值色散现象，但该现

象并未随传播时间而叠加，深部的信号仍能分辨突变

介质异常体的绕射数目，数值色散现象得到明显改善。 
 
4.3  波场快照分析 

为更细致地比较 SSG 和 RSG 的数值色散程度和

成像精度，分别给出了两种算法的波场快照结果，计

算的结果为源位于 x=1.0 m 处，Ey分量在 4 个不同传

播时刻的瞬时波场快照，图示能量已均一化，如图 13
所示。其中图 13(a)、(b)、(c)和(d)所示为 SSG 在 5 ns、
10 ns、15 ns 和 20 ns 的波场快照，图 13(e)、(f)、(g)
和(h)所示为 RSG 在 5 ns、10 ns、15 ns 和 20 ns 的波

场快照。在 t=5 ns 时刻，波前面还未传播至最浅部的

第 1 个突变点时，两种算法均满足对应的稳定性条件，

数值色散程度一致，色散程度较小，如图 13(a)和(e)
所示；在 t=10 ns 时刻，随着波前面的扩散，当波前面

传播至第 3 个突变介质内部时，SSG 模拟的结果叠加

了前一时刻的计算误差，干扰了该时刻 3 个绕射波的

分辨，而在 RSG 模拟结果中仍能清晰地分辨 3 个绕射

波，如图 13(f)所示；随着波前面继续往深部扩散，计

算误差的叠加，SSG 算法的色散程度愈加严重，如图

13(c)和(d)所示。由于雷达波在突变介质异常体的内部

已并不满足数值稳定性条件，使得计算误差和色散程

度持续叠加，在主计算区域内产生了大量的杂波和多

次波，严重影响突变介质异常体的数目和界面的分辨，

而该色散现象在 RSG 算法中得到有效改善，主计算区

域内也产生了诸多杂波和多次波，但该现象并未愈加

严重，数值色散程度较小，计算误差仍能分辨突变介

质异常体的数目，如图 13(g)和(h)所示，RSG 算法较

好地控制了数值色散现象和计算误差，提高了正演数

值模拟的成像精度。 
 

5  结论 
 

1) 将 RSG 应用于探地雷达正演数值模拟中，介

绍了 RSG 的差分格式，TMy激化模式下的 RSG 差分

离散，详细推导了探地雷达的 RSG 差分格式及 TMy

极化模式下的更新方程组，并给出了探地雷达 RSG 算

法正演模拟的实现过程。 
2) 分析了 SSG 算法和 RSG 算法的不同交错策略

和稳定性条件，在相同的空间步长前提下，RSG 可以 
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图 13  SSG 和 RSG 算法不同时刻 Ey分量的波场快照(空间步长 dx=dz=0.005 m，时间步长 dt=0.03 ns) 

Fig. 13  Snapshots of Ey component at different time-steps with SSG and RSG scheme (with space interval dx=dz=0.005 m, 

time-step is dt=0.03 ns): (a) SSG, t=5 ns; (b) SSG, t=10 ns; (c) SSG, t=15 ns; (d) SSG, t=20 ns; (e) RSG, t=5 ns; (f) RSG, t=10 ns;   

(g) RSG, t=15 ns; (h) RSG, t=20 ns 

 

选取更大的时间步长，来获取与 SSG 相同的成像精

度，拓宽了数值稳定性条件的限制，提高了计算效率。 

3) 模拟了探地雷达在均匀介质中的传播，比较了

SSG 和 RSG 的数值模拟解与解析解的拟合程度，验证
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了 RSG 算法的正确性，结果表明在较大的时间步长情

况下，RSG 算法的数值色散程度更低。 

4) 模拟了探地雷达在非均匀突变介质模型中的

传播，比较了 SSG 和 RSG 算法的成像精度。在接近

SSG 稳定性条件限制的极限时间步长条件下，SSG 计

算的结果数值色散现象严重，而 RSG 算法仍具备较高

的分辨率，提高了成像精度，并且 RSG 的计算过程更

稳定。 
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