
第 卷第 期            中国有色金属学报            年 月25 6                      2015 6  
Volume 25 Number 6                       The Chinese Journal of Nonferrous Metals                        June 2015 

文章编号：1004-0609(2015)06-1662-10 
 

基于高斯牛顿法的二维直流电阻率法的 
快速反演 
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摘  要：从二维线源问题出发，对二维直流电阻率法高效、高精度正反演方法进行研究。在正演数值模拟中，引

入直接解法求解器求解线性方程组，既保证了起伏地形条件下有限元法正演数值模拟的计算精度和计算效率，又

为反演算法中“拟正演”快速回代求解提供了条件。结合高效、高精度的正演算法，采用高斯牛顿法对电阻率进

行反演成像。在弱非均匀介质前提下，基于近似海森矩阵主对角线元素严格占优的特点，采用舍弃海森矩阵非对

角线元素的策略，提高整个反演计算的效率。最后，利用合成数据对反演算法的有效性进行检验。结果表明：给

出的反演算法稳定、快速，结合偶极−偶极装置和三极装置，能有效地反演出异常体的形状、大小和位置。 

关键词：直流电阻率法；高斯牛顿法；起伏地形；反演 

中图分类号：P631                文献标志码：A 
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Abstract: Fast and high-precision inversion method for two-dimensional line source problem was studied. In the forward 

numerical simulation, linear equations solver was applied for direct solution, which not only improved the precision and 

the speed of numerical simulation of finite element method in the case of rugged topography, but also provided conditions 

for the “quasi forward” fast back substitution solution in the inversion algorithm. Combined with high efficient 

simulation method, Gauss-Newton method was adopted for inversion of resistivity. In the case of low inhomogeneity, the 

main diagonal elements of the approximated Hessen matrix possessed priority than others. Based on this, non-diagonal 

elements were deleted when Gauss-Newton iterative equations were solved. The whole process of inversion was made 

more efficient by this scheme. Finally, synthetic data were used to test the validity of the presented inversion method. The 

results show that the inversion method is stable and fast. Combine with dipole-dipole and pole-dipole arrays, the shape, 

size and the location of the anomalous body can be reflected efficiently by the inversion method. 
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直流电阻率法在水文地质、工程和资源勘探中得

到了广泛的应用。随着仪器设备精度的提高和数据采

集的自动化、智能化发展，直流电阻率法将获得更好

的应用效果。由于地下构造是三维的，采用三维反演

技术才能获得更可靠的反演结果，但考虑到实现三维

数据采集和三维反演需要耗费大量的人工成本和计算

资源，因此，在实际勘探中仍以二维数据采集和二维

反演为主。 
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在二维直流电阻率法正反演中，国内外学者做了

大量的研究。在正演数值模拟研究中，周熙襄等[1]将

混合边界条件应用到点源二维直流电阻率法中，并采

用交叉对称网格的剖分方法大大提升了有限元数值模

拟的精度和数值结果的对称性。罗延钟等[2]提出一种

求解二维线源起伏地形条件下中梯装置电阻率法正演

问题的有限差分方法，得到比较满意的模拟精度和计

算速度。MUNDRY 等[3]采用有限差分法实现了点源二

维直流电阻率法的求解。罗延钟等[4]讨论了二维构造

上电阻率法有限单元模拟的边值条件、反傅氏变换算

法及波数选取等问题，并提出了相应的算法。徐世   
浙[5]详细介绍了有限元法在二维直流电阻率法中的求

解过程。底青云等[6]从电性介质线源有限元模拟出发，

深入探讨了改进复杂电性结构理论模型有限元正演资

料仿真性和有效性的方法。阮百尧等[7]实现了电导率

分块线性变化二维地电断面电阻率测深有限元数值模

拟。柳建新等[8]提出了最优化离散波数的优化算法，

使得点源二维直流电阻率法在计算量和计算精度方面

均有很大的改善。汤井田等[9−10]介绍了基于非结构化

网格的点源二维直流电阻率正演数值模拟算法，并提

出一套具有更高精度和更大适用范围的傅里叶反变换

离散波数。张东良等[11]采用有限差分方法模拟了二维

起伏地表线源直流电阻率问题。PENZ 等[12]提出了一

种解决源奇异性问题的新方法，并在二维直流电阻率

法中取得了良好的效果。麻昌英等[13]针对复杂地形下

高密度激电法2.5维有限单元法数值模拟进行了研究，

分析得出了山谷地形比山脊地形对极化率观测的影响

大的结果。彭艳华等[14]利用边界校正法提高了源附近

数值模拟精度，减小了边界条件对数值模拟结果的影

响。肖晓等[15]和胡宏伶等[16]提出一种新的 2.5D 直流

电阻率有限元−无限元耦合的方法和局部加密等级网

格的方式，有效地提高了数值模拟精度和速度。 
在二维直流电阻率法反演成像中，同样也有不少

学 者 做 了 大 量 的 研 究 工 作 。 BARKER[17] 利 用

ZOHDY[18]提出的用近似反演结果作为二维正演的初

始模型，用实测测深曲线与预测测深曲线的比值来修

改模型。LOKE 等[19−20]基于最平滑约束进行了二维直

流电阻率法反演，很大程度上减少了计算时间和存储

空间。阮百尧等[21]采用一维直流电阻率测深的直接反

演公式，结合二维正演和渐进迭代反演，推出一种精

度相对较高的快速反演方法。徐海浪等[22]利用 BP 神

经网络优化方法，实现了电阻率二维非线性反演，得

到了比较理想的反演效果。刘海飞等[23]通过最小二乘

法独立反演不同时刻采集的直流电阻率法实测数据，

来重构间歇影像。程勃等 24−25]基于遗传算法和统计学

实现了电阻率测深二维反演，大大降低了计算量，并

且取得了理想的效果。韩波等[26]结合全变差正则化方

法和吉洪诺夫正则化方法的优点对二维分块常值电阻

率反演进行了研究。戴前伟等[27]实现了基于混沌振荡

PSO-BP 算法的二维电阻率层析成像非线性反演。冯

德山等[28−29]从超高密度电法的基本理论与数据采集

方式入手，实现了全四极装置情形下的有限单元法正

演与广义最小二乘反演，能够有效地模拟地形和复杂

地质体。柳建新等[30]研究了直流电阻率测深二维自适

应正则化反演，反演结果能比较准确地反映地下模型

的真实电性结构。 
虽然二维直流电法研究成果很多，大多集中在研

究点源二维问题，对于线源二维问题的研究成果较少。

在二维直流电阻率法中，假设选取波数为 N 个，则点

源问题的计算量为线源问题计算量的 N 倍，因此在相

同计算量前提下，线源问题能够采用更密集的网格剖

分方式，从而达到精细勘探的目的。本文作者通过对

二维线源问题的正反演算法进行研究，从而为直流电

阻率法的数据处理和解释提供经验和理论支撑。首先，

将直接解法引入到线性方程组的求解中，提升数值模

拟的精度和速度；然后，将地震全波形反演[31−32]中常

用的高斯−牛顿反演算法[33−36]的改进方法引入到二维

线源直流电阻率法中，即在高斯−牛顿反演算法中，

若近似海森矩阵的对角线元素占优，可用对角海森矩

阵代替近似海森矩阵，大大简化了高斯−牛顿迭代方

程组的求解；最后，对三极装置和偶极−偶极装置的

反演效果和探测能力进行了对比分析。 
 

1  正演问题 
 
1.1  直流电阻率法二维线源变分问题 

在直角坐标系中，设 z 方向垂直向上，x 垂直于 z
水平向右，y 沿着构造走向方向并垂直于 zx 平面。对

于线源二维地电问题，电位应满足的微分方程为 
 

s
( , ) ( , )( , ) ( , )U x z U x zx z x z

x x z z
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式中： ( , )x zσ 为电导率；fs为源项；U 为电位。 

单极线电流源和偶极线电流源的表达式如式(2)
所示： 
 

s
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 (2) 
式中：A、B 为线电流源的供电位置；IA和 IB分别为 A
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和 B 点的供电电流；xA和 zA为 A 点坐标；xB和 zB为 B
点坐标。 

根据不同的收发装置，可以推导出相应的混合边

界条件，从而得到与其边值问题等价的变分问题，混

合边界条件如式(3)和(4)所示： 
单极线电流源， 
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偶极线电流源， 
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  (4) 
式中：Ω 为求解区域； 为无穷远边界；rA 为测点

至电源点 A 的矢量距离；rB为测点至电源点 B 的矢量

距离； 和 分别是矢径 rA 和 rB 与外

法向 n 的夹角的余弦值。 

Γ∞

),cos( nrA ),cos( nrB

0)( =UF

 
1.2  数值模拟 

采用有限单元法求解上述变分问题[5]，其中基单

元为三角形，插值函数在笛卡尔坐标系上呈线性变化。

令δ ，线性代数方程组如式(5)所示： 
 
KU b=                                     (5) 
 
式中：K为稀疏实系数矩阵；b为源向量。 

求解上述线性方程组，可以得到每个节点的电位

值 U。 
大型稀疏线性方程组的求解目前主要有两类方

法：迭代解法和直接解法。迭代解法优点在于消耗计

算资源低和在许多情况下收敛较快；缺点在于当地电

模型复杂(系数矩阵条件数过大)时，迭代收敛很慢或

者出现发散，并行性低，且在有限步内求解精度无法

保证。直接解法通常采用针对大型稀疏线性方程组开

发的直接解法求解器，其优点在于求解精度高，多源

情况下能实现并行回代；缺点在于需要耗费时间对系

数矩阵进行分解，且需要占用大量的内存资源。 
对于线性方程组(5)的求解，采用 Pardiso_64 位直

接解法求解器。测试计算机配置为测试计算机配置为

CPU−Inter Core i7−2600，主频为 3.40 GHz，内存为

8.00 GB。图 1 所示为不同模型大小时 Pardiso_64 位求

解器求解线性方程组时间。从图 1 中可以看出，随着

线性方程组维数的增加，求解时间呈非线性增长特征。 
 

 
图 1  不同模型 Pardiso_64 位求解器求解线性方程组时间 
Fig. 1  Time for solving linear equations by Pardiso_64 Solver 
with different models 
 

2  反演问题 
 

直流电阻率法二维线源的反演问题的表达式如式

6)所示： (
 

( )F= +m e

( ) ( ) ( )d m

d
 

                                (6) 

式中：m为模型参数矢量；d为数据矢量；e为误差矢

量；F 是正演模型函数；F(m)是预测数据。 
取测点个数为 N，反演模型节点个数为 M，则野

外观测数据表示为 d=[d1, d2, …, dN]T，模型参数矢量

表示为 m=[m1, m2, …, mM]T。  
由于反演问题本身存在多解性和不稳定性，因此

采用 Tikhonov 正则化反演思想建立反演目标函数如

(7)所示： 式 
φ φ βφ= +m m m

( )d

                       (7) 
 

m ( )m为数据目标函数项；φ φ式中： m 为模型目标

函数项； β 为正则化因子。 

数据目标函数表示为 

[ ] [ ]T T1( ) ( ) ( )
2d d dF Fφ = − −m m d W W m d          (8) 
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式中：T 为矩阵转置符号；Wd为数据权系数矩阵。 2.2  反演算法流程 

反演算法流程如下： 构建模型目标函数有多种方法，根据不同的约束

条件可以分为：最小模型约束、最平缓模型约束、最

光滑模型约束等。本文作者采用最平缓模型约束，即

模型参数导数的平方和最小，约束条件如式(9)所示： 

1) 给定初始模型 m0； 
2) 计算观测数据与正演理论值的残差 Δd =  

obsd d0− ； 
 TΔ3) 计算灵敏度矩阵 J和梯度 J d

kmΔ

km

1k k k kt+

； ( )2( ) , minmφ = ∇ = ∇ ∇ =m m m m               (9) 
4) 计算近似海森矩阵的对角线元素 diag(H) ；  
5) 求解得到高斯−牛顿方向 ； 式中： ... 表示数据与模型空间的欧几里德范数。 

 6) 从 mk出发，沿方向Δ 做一维搜索，确定最

优步长 tk； 2.1  高斯−牛顿法 
7) 修改模型 = + Δm m m

σm lg

； 传统的牛顿法收敛速度很快，但却需要不断计算

海森矩阵的逆矩阵，而当海森矩阵病态或者非正定时，

牛顿法不能保证收敛。因此，有学者发展了近似构造

海森矩阵的逆矩阵的高斯−牛顿法[33, 37]。高斯−牛顿法

继承了牛顿法在初始模型参数合理的条件下收敛速度

较快的特点，同时，通过引入阻尼项保证了反演过程

的稳定性。 

8) 返回第 2)步再次循环，k=k+1，直到满足循环

终止条件，得最优反演模型 mk+1。 
与常规高斯−牛顿反演算法相比，本文作者简化

了近似海森矩阵，从而大大节省了高斯−牛顿迭代方

程组的求解时间。由于模型参数矢量 m表示电导率向

量 σ 的对数，即 = 。在第 k 次迭代过程中模型

参数修正公式如式(13)所示： 对式(7)中反演目标函数 ( )φ m 在 m0 进行二阶

Taylor-Lagrange 展开，省略二阶以上的高阶项，然后

在式子两端同时对 m 求一阶导数，通过求解

( ) 0φ∂
=

∂
m
m

得到反演迭代方程式： 

 
)(

1 10 kkt
kk

mmm Δ
+ ⋅=                          (13) 

 

3  模型算例 
  2 ( )m mβ φ⎡ ⎤+ ∇ Δ =⎣ ⎦H m m  
 

T( ) [ ( ) ] ( )d d m mF β φ⎡− − + ∇⎣ W J W m d m ⎤
⎦      (10) 

在正演计算中，引入直接解法有效地保证了正演

精度。模型测试中网格剖分大小均为 nx=301，nz=151。

线性方程组求解采用 Pardiso_64 位直接解法求解器，

测试计算机配置为：CPU−Inter Core i7−2600，主频为

3.40 GHz，内存为 8.00 GB。 

 
式中：J为 的偏导数矩阵，每个元素的表达式为 MN ×
 

i
ij

j

∂( )
∂
m

J
m

= ，i=1, 2, …, N; j=1, 2, …, M        (11) 
 

式中：Δ 为模型修正矢量；m T( )d d≈H W J W J为带数

据权重项的近似海森矩阵。 
3.1  正演模型算例 

PRATT 等[38]在二维声波方程频率域波形反演中

对高斯−牛顿法进行了详细的讨论，并分别对比了高

斯牛顿法和全牛顿法的反演效果。但是在实际计算过

程中不管是计算全海森矩阵还是近似海森的逆都非常

耗时。对于弱非均匀介质，海森矩阵具有主对角线严

格占优的特点，非对角线元素对反演结果的贡献相对

较弱。因此，在反演过程中采用近似海森矩阵的主对

角线代替海森矩阵，能够提升 25%的高斯−牛顿法的

反演效率。则式(10)中迭代公式可以修改为 
 

12diag( ) ( )m mβ φ
−

⎡ ⎤Δ = − + ∇ ⋅⎣ ⎦m H m  
 

T( ) [ ( ) ] ( )d d m mF β φ⎡ − + ∇⎣ W J W m d m ⎤
⎦       (12) 

为了验证该正演算法的正确性与可行性，设计了

线源在地表时的均匀半空间模型，模型电导率为 0.01 

S/m。图 2 所示为均匀半空间模型不同装置数值模拟

结果，其中蓝线表示解析解电位，红线表示有限元法

数值模拟电位；□表示三极装置的视电阻率误差；*表

示偶极−偶极装置的视电阻率误差。从图 2 可知，除

了源附近极少数点之外，整个计算区域的数值模拟结

果与解析解吻合较好，总体平均误差小于 0.17%。假

设线源可以放置在地下，同样在电导率为 0.01 S/m 的

均匀半模型情形下测试。图 3 所示为均匀半空间模型

不同装置数值模拟结果，从图 3 可以看出，整个计算

区域的数值模拟结果与解析解吻合较好，精度很高，

总体平均误差小于 0.35%。 式中：diag 表示取对角线元素。 
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图 2  均匀半空间模型不同装置数值模拟结果(源在地表) 
Fig. 2  Numerical simulation results in homogeneous half space model (Source is on earth surface): (a) Pole-dipole array;        
(b) Dipole-dipole array; (c) Apparent resistivity error curves of both arrays 

 

 
图 3  均匀半空间模型不同装置数值模拟结果(源在地下) 
Fig. 3  Numerical simulation results in homogeneous half space model (Source is under earth surface): (a) Pole-dipole array;     
(b) Dipole-dipole array; (c) Apparent resistivity error curves of both arrays 
 
3.2  反演模型算例 
3.2.1  算例 1(水平地形下组合模型反演) 

算例 1 是在背景电阻率是 50 Ω·m 的均匀介质中，

有两个大小均为 100 m×20 m、电阻率分别是 200 Ω·m
和 10 Ω·m、顶部埋深为 30 m 的异常体。图 4 所示为

水平地形电阻率模型与反演剖面图。从两种装置的反 
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图 4  水平地形电阻率模型与反演剖面图 

Fig. 4  Resistivity model and inversion profiles: (a) True model; (b) Dipole-dipole array; (c) Pole-dipole array 

 

演结果来看，基本都能使得目标体恢复到原来的形态

和位置，可以清晰地反映地下真实电性结构。其中偶

极−偶极装置的反演效果明显优于三极装置的反演效

果，尤其在边界上与真实模型吻合程度更高。 
图 5 所示为水平地形两种装置的反演拟合误差与

迭代次数变化曲线关系。由图 5 可以看出，二者在反

演过程中都能很快收敛且迭代稳定。初始模型选择均

匀半空间模型，偶极−偶极装置的迭代误差均比三极

装置的迭代误差大，偶极−偶极装置的视电阻率异常

明显大于三极装置的视电阻率异常，即探测异常体的

能力更强、分辨率更高。 
3.2.2  算例 2(起伏地形下组合模型) 

算例 2 是在背景电阻率是 50 Ω·m 的均匀介质中，

有两个电阻率分别是 200 Ω·m 和 10 Ω·m 的异常体组

合模型。图 6 所示为起伏地形电阻率模型与反演剖面

图。从两种装置的反演结果中都可以比较准确地反映

出组合异常体的埋深和形态。对比图 6(b)和(c)可以发

现偶极−偶极装置反演得到的异常幅值大小，边界范 

 

图 5  水平地形两种装置反演迭代收敛曲线 

Fig. 5  Iteration convergence curves of both arrays inversions  
 
围更接近于真实模型。 

图 7 所示为起伏地形下两种装置反演拟合误差与

迭代次数变化曲线关系。由图 7 可以看出，同样在反

演过程中能比较快地收敛且迭代稳定，但三极装置反

演收敛速度比偶极−偶极装置收敛速度稍快。初始模 
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图 6  起伏地形电阻率模型与反演剖面图 

Fig. 6  Resistivity model and inversion profiles including rugged topography: (a) True model; (b) Dipole-dipole array; (c) 

Pole-dipole array 

 

 

图 7  起伏地形下两种装置反演迭代收敛曲线 

Fig. 7  Iteration convergence curves of both arrays inversions 

including rugged topography 

 
型选择均匀半空间模型，起伏地形情况下偶极−偶极

装置的视电阻率异常也是明显大于三极装置的视电阻

率异常，再次验证了偶极−偶极装置的分辨率比三极

装置的分辨率高。 
在算例 2(起伏地形下组合模型)反演过程中，研究

了反演迭代过程中每个源对应的视电阻率迭代拟合误

差，并结合两种装置进行了对比分析。图 8 所示为不

同源对应的视电阻率迭代拟合误差曲线。初始模型均

采用均匀半空间模型，由图 8(a)可知每个源对应的初

次迭代拟合误差分布，偶极−偶极装置的视电阻率拟

合误差明显大于三极装置的视电阻率拟合误差，表明

在相同的条件下，偶极−偶极装置相对三极装置而言，

对异常体更敏感，异常响应明显较大。由图 8(b)可知

每个源对应的最终迭代拟合误差分布，偶极−偶极装

置的整体异常响应依然比三极装置的异常响应大，尤

其在异常体中心正上方位置表现最为明显。结合图 8(a)
和(b)可以看出，在整个反演迭代过程中，偶极−偶极

装置反映异常的能力均强于三极装置，且随着源的位

置靠近异常体，偶极−偶极装置的异常幅值明显增大，

而三极装置的异常幅值相对较小，进一步表明偶极−
偶极装置具有更好的分辨率。 
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图 8 起伏地形不同源对应的视电阻率迭代拟合误差曲线 

Fig. 8  Apparent resistivity fitting error curves with different 

sources including rugged topography: (a) Initial fitting error of 

iteration; (b) Last fitting error of iteration 

 

4  结论 
 

1) 从二维线源问题出发，以有限单元法为基础，

对二维地电断面模型进行了数值模拟，并采用快速、

高精度的直接解法求解线性方程组，采用不同的装置

验证了算法的稳定性和准确性。 
2) 将地震全波形反演中常用的高斯−牛顿反演算

法的改进方法引入到二维线源直流电阻率法中，简化

了高斯−牛顿迭代方程组的求解；相比传统反演算法

具有高精度、收敛稳定、速度快、且耗费计算资源少

等优势。从模型算例可以看出，提出的算法具有非常

高的数值精度和计算效率，合成数据的反演结果和实

际模型吻合度非常高，并且能够适应复杂地形。 
3) 通过对三极装置和偶极−偶极装置的探测能力

和反演效果进行了测试，数值实验结果表明：偶极−
偶极装置具有更好的探测能力、更高的分辨率。 
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