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摘  要：基于均匀化理论建立了计算具有微观周期性结构的钨纤维增强锆基块体非晶复合材料的黏弹性力学模

型；结合有限单元法在拉氏域中计算了该复合材料的等效松弛模量，用最小二乘法拟合得到用 Prony 级数表示的

松弛模量；并进一步得到拉氏域中的蠕变柔量；然后进行拉氏逆变换，得到时间域内的等效复合模量和蠕变柔量；

分析了钨纤维体积分数对复合材料等效黏弹性能的影响。结果表明，将均匀化理论与有限元方法相结合能有效地

预测具有微观周期性结构的钨纤维增强锆基块体非晶复合材料的黏弹性能，进而有效地优化该类复合材料性能。 
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Abstract: Based on the homogenization theory, a mechanical model to calculate the viscoelastic properties of tungsten 
fiber reinforced Zr-based bulk metallic glass matrix composites (W/Zr-BMGMCs) with periodic microstructure was 
formulated. The equivalent relaxation modulus of this composite material was then calculated in the Laplace domain 
combined with the finite element method. The creep compliance in the Laplace domain can be further achieved through 
the relaxation modulus expressed by Prony series fitted with the method of least squares. Consequently, equivalent 
composite modulus and creep compliance in the time domain can be obtained by means of inverse Laplace transform . 
The effects of the volume fraction of tungsten fiber on the equivalent viscoelastic properties of (W/Zr-BMGMCs) were 
further studied. The results demonstrate that a combined approach of the homogenization theory and the finite element 
formulation can effectively anticipate the viscoelastic properties of (W/Zr-BMGMCs) with periodic microstructure, and 
thus provide basis for effective optimization of this kind of composites. 
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钨纤维增强锆基块体非晶合金作为一种新型高级

的复合材料，克服了块体非晶合金低塑形变形能力的

缺陷[1−3]。钨纤维的引入极大地提高了这类复合材料的

韧性[4−6]，使得钨纤维增强锆基块体非晶合金在军工、

航天和体育等领域具有广阔的应用前景[7]。钨纤维增

强锆基块体非晶合金在长期负载或高温环境下会呈现

出明显的黏弹性特性 (如松弛和蠕变现象)，从而严重

影响该类材料的工程应用。因此，预测和实验研究钨

纤维增强锆基块体非晶合金的黏弹性能对于推动该类

复合材料力学性能的基础研究和实际应用具有重要 
意义。 

近年来，随着钨纤维增强锆基块体非晶合金在工

程界的广泛应用，国内外学者对其力学性能进行了大

量实验研究[1]，涉及其刚度、强度、断裂和损伤等多 
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方面。但现阶段对其黏弹性能的研究还鲜见报道，尚

处于探索阶段，迫切需要理论研究的深入。目前，对

复合材料黏弹性能的研究方法大体上可分为 3 大类：

1) 建立理论模型进行理论研究；2) 蠕变实验研究；

3) 结合理论模型采用有限元方法研究。在理论研究方

面，主要采用的模型有 Burgers 体模型[8]、自洽模型[9]、

Eshelby 模型[10]和新构造模型。这几种模型在分析之

前都进行了较多的假设，其分析结果和材料的实际情

况存在偏差，具有一定的局限性，不能精确地描述材

料的应力应变场。随着国内外学者多年来的深入研究，

将均匀化理论模型[11−12]运用在黏弹性能分析上[13−14]，

综合考察了纤维取向、界面和增强相的几何结构等多

方面因素对黏弹性能的影响。同时，随着计算机技术

的不断发展，有限元方法被广泛应用于复合材料的数

值分析。将均匀化理论与有限元计算有效结合，有望

对钨纤维增强锆基块体非晶合金的多尺度黏弹性能进

行深入细致的研究。 
本文作者根据钨纤维增强锆基块体非晶合金 

(W/Zr52.5Ti5Cu17.9Ni14.6Al10)的微观周期性结构特点，基

于均匀化理论建立了计算该类复合材料的黏弹性力学

模型。将该模型与有限元法相结合，利用 Visual C++

语言编写了均匀化理论的有限元计算程序，对钨纤维

增强锆基块体非晶合金在拉氏域中的等效松弛模量进

行了计算，并用最小二乘法拟合得到用 Prony 级数表

示的松弛模量；进一步得到拉氏域中的蠕变柔量。进

行拉氏逆变换，得到时间域内等效松弛模量和蠕变柔

量。研究了钨纤维的体积分数对钨纤维增强锆基块体

非晶合金复合材料等效黏弹性能的影响。 
 

1  黏弹性能的渐近均匀化 
 

图 1 所示为钨纤维增强锆基块体非晶合金复合材

料的宏观结构、周期性微结构和单胞示意图。如图 1(a)
所示，设钨纤维增强锆基块体非晶合金复合材料在三

维空间中占据区域为 εΩ ，其细观结构可看成是非均质

单元在空间的周期性重复排列。设该物体受体积力 f，
力边界 Γt上的表面力 t, 以及位移边界 Γv 上的给定位

移 u的作用。复合材料的等温黏弹性本构方程和基于

虚功原理[15]表示的控制方程分别为 
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图 1  钨纤维增强锆基块体非晶合金复合材料的宏观结构、

周期性微结构和单胞示意图 

Fig. 1  Tungsten fiber reinforced Zr-based bulk metallic glass 

matrix composites: (a) Macrostructure; (b) Periodic 

microstructures; (c) Unit cell 

 

式中： 和 分别表示应力和应变张量；ijσ klε Ω和 Г分

别表示复合材料区域及其边界； 表示松弛模量；f、

t 和 u 分别表示材料所受的宏观体力、面力以及位移

矩阵。根据微观力学中的对应性原理[16]可知，材料的

黏弹性本构方程和弹性本构方程对时间的 Laplace 变

换有相似对应性，即用 Laplace 域中的黏弹性值代替

相应的弹性值，通过 Laplace 逆变换可得到时间域的

黏弹性值。对式(2)进行 Laplace 变换得到在 Laplace

域中的黏弹性控制方程 
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(3) 
根据均匀化理论思想[11]，在具有细观周期性单胞

的结构中，结构场变量可用 x 和 ε/xy = 两种宏细观

尺度来描述。将宏观尺度下位移场 εu 展开成关于小参

数 ε 的渐近级数： 
 

(0) (1)( , , ) ( , ) ( , , )u x y t u x t u x y tε ε= + +  
 

2 (2) ( , , ) ,  /u x y t y xε ε+ ⋅⋅⋅ =                  (4) 
 

由 ε/xy = 及链式法则得 
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            (5) 

对式(4)和(5)进行 Laplace变换并代入(3)可得宏观

均匀化控制方程： dГε +∫ ∫Ω
f v t v                     (2) 
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其中
ijkl

HG% 为宏观等效松弛模量的 Laplace 变换式，

由下式确定： 
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式中：1/|Y|表示在单胞域上进行平均，Y 为复合材料

单胞尺度； 为单胞域上的位移场，可由下式确定： kl
px
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借助有限元技术及数值算法求出 H
ijklG% ，根据

Laplace 域中 H
ijklG% 与 H

ijklJ% 的卷积关系式可求得 H
ijklJ% ，对

H
ijklG% 和 H

ijklJ% 进行 Laplace 逆变换可进一步求得宏观域

中黏弹性复合材料的等效松弛模量 H
ijklG 及蠕变柔量

H
ijklJ 。以下将基于以上方法研究钨纤维增强锆基块体

非晶合金复合材料的黏弹性能。 
 

2  黏弹性能分析 
 

钨纤维增强锆基块体非晶合金属于单向纤维复合

材料，具有微观周期性[17]，其增强相钨纤维是一种弹

性材料，性能不随温度和时间变化，在基体中呈正方

形点阵分布(见图 1(b))。设钨纤维为横观各向同性材

料，进行有限元计算时单胞可取为内部含有单根圆形

截面纤维的正方体，其有限元网格模型如图 2 所示。 
锆基块体非晶基体是一种典型的黏弹性材料，其

体积变形为弹性变形，而剪切变形可以用 Zener 体黏

弹性模型(示意图如图 3 所示)来模拟[18]，其本构关系 
 

 
图 2  钨纤维增强锆基块体非晶合金三维单胞网格模型 

Fig. 2  Three-dimensional grid cell model of tungsten fiber 

reinforced Zr-based bulk metallic glass matrix composites 

 

 

图 3  Zener 体模型示意图 

Fig. 3  Schematic diagram of model of Zener body 

 
为 
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式中：K 和 D 分别为体积模量和剪切模量，其中 D 可

表示为 
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式中：G1和 G2为锆基块体非晶基体的剪切刚性模量；

η为黏度系数。 
松弛模量 G可表示为 
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(13) 
本研究中，设钨纤维增强锆基块体非晶合金复合

材料具有线性黏弹性质，其黏弹性本构关系可用 Zener
体模型模拟，松弛模量表示成 Prony 级数[19]形式，当

级数仅取一项时松弛模量及其 Laplace 变化可表示为

式(14a)，通过式(14b)对其松弛模量进行曲线拟合。 
 

( ) exp( )G t A B Ct= + −                        (14a) 
 

( ) A BG t
s s C

= +
+

%                            (14b) 

 
式中：A、B 和 C 均为 Zener 体模型的元件参数。设
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AG∞ = 表示终值模量； 0G A B= + 表示初始模量；

1/ Cτ = 表示应力松弛时间。 

运用弹性分析所采用的网格化方法和边界条件

(单胞网格模型如图 2 所示)，通过有限元求解微观均

匀化问题式(7)，并控制时间子步，得到不同离散时间

点上的拉氏参数 s 对应的 HG% ，利用最小二乘法拟合

得到式(12)的3个黏弹性参数为A、B和C，通过Laplace
逆变化求得时间域内的 HG 。蠕变柔量可根据下式得

 到
 

2H HJ G Is−=%%                               (15) 
 

具体表达式为 
 

( ) exp( )HJ t A B C t∗ ∗ ∗= − −                     (16) 
 
式中：A*、B*和 C*均为 A、B 和 C 的数学表达式；

0J A B∗= − ∗表示初始蠕变柔量； J A∗
∞ = 表示终值蠕

变柔量；蠕变延迟时间 。 1/ Cτ ∗ ∗=
 

3  结果与讨论 
 

依据前文方法，利用 Visual C++语言编写均匀化理

论的计算程序，计算钨纤维增强锆基块体非晶合金复

合材料的等效黏弹性能。利用图 2 所示的有限元网格

模型进行均匀化理论计算。在图 2 所示的有限元单胞

中，基体和增强相都呈对称分布，设钨纤维为横观各

向同性材料，弹性常数为 Ew=410 GPa，泊松比

μw=0.28 。 设 锆 基 块 体 非 晶 合 金 基 体

(Zr52.5Ti5Cu17.9Ni14.6Al10)为各向同性材料，其室温下的

黏弹性参数由纳米压痕加载阶段的载荷−位移关系式

(17) 对不同加载速率下的实验数据[18]进行线性拟合，

并取平均值得到，拟合曲线如图 4 所示[19]。 
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式中：h(t)和 F(t)分别表示纳米压痕实验过程中的位移

和载荷； P& 为加载速率；取球形压头半径 R=5 μm；

锆基块体非晶泊松比 μBMG=0.363。对不同加载速率下

的实验数据拟合，并取平均值得到室温下的锆基块体

非晶合金黏弹性参数 G1=28.1 GPa，G2=10.3 GPa，

η=28.3 MPa·s， 1 22(1 )( )
= 127.3 GPa

3(1 2 )
G G

K
μ

μ
+ +

=
−

。 

利用所得参数计算钨纤维体积分数 φf=20%时的

复合模量 1111
HG 并与 Voigt 模型[20]、Eshelby 模型[10]及

文献[21]中报道的模型预测结果进行比较，结果如图 5
所示。 

 

 

图 4  锆基块体非晶合金黏弹性参数拟合曲线图[19] 

Fig. 4  Curves of fitting viscoelastic parameters of Zr-based 

bulk metallic glass[19] 

 

 
图 5  不同模型预测的复合材料等效松弛模量( 1111

HG )随无量

纲时间(t/τ)的变化关系 
Fig. 5  Variation of equivalent relaxation modulus ( 1111

HG ) 

predicted by different models with dimensionless time (t/τ) for 

composites 

 

由图 5 可以看出：本研究中建立的模型预测结果

与其他模型的结果相近，不同模型预测的初始模量值

1111( 0)HG t = 及松弛时间 τ 都基本相等，但终值模量

1111(HG t = )∞ 与其他模型结果却存在一定差异，这可能

是本模型在有限元计算时单胞网格划分过于稀疏，以

及用最小二乘法拟合过程中对数据的处理存在误差。

从图 5 还可以看出，本研究中建立的模型预测的初始

模量值G t1111
H ( 0)= =223.3 GPa 与文献[22]预测的弹性

模量值 1111
HE =224.7 GPa 基本相等，间接地说明了该方

法的有效性和合理性。 
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为了研究钨纤维体积分数φf对复合材料的整体黏

弹性能的影响，分别计算了不同钨纤维体积分数下等

效松弛模量和等效蠕变柔量(见图 6 和 7)。由计算结果

可以看出，随着钨纤维体积分数的增加，初始模量和

终值模量都逐渐增大，与宏观弹性模量的变化规律基

本一致。而初始柔量和终值柔量随着钨纤维体积分数

的增加都稍呈下降趋势，这可能是由于钨纤维的引入

抑制了非晶基体中的黏性流动。从计算结果还可看出，

不同钨纤维体积分数下的应力松弛时间 τ 和蠕变延迟

时间 τ*与基体的相近，说明了该复合材料与其非晶基

体具有相近的黏性系数 η，其黏性性能主要来自非晶 
 

 

图 6  不同钨纤维体积分数时复合材料的无量纲等效松弛

模量(GH(t)/Ew)随无量纲时间(t/τ)的变化关系 

Fig. 6  Variation of dimensionless equivalent relaxation 

modulus (GH(t)/Ew) with dimensionless time (t/τ) for studied 

composites with different volume fractions of W fiber 

 

 

图 7  不同钨纤维体积分数时复合材料的无量纲等效蠕变

柔量(J(t)Ew)随无量纲时间(t/τ*)的变化关系 

Fig. 7  Variation of dimensionless equivalent creep 

compliance (J(t)Ew) with dimensionless time(t/τ*) for 

composites with different volume fractions of W fiber 

基体的贡献。 

为直观地研究钨纤维体积分数对黏弹性效应的影

响，定义初始模量和终值模量的差值与初始模量的比

值为 0( ) / 0
H Ha G G G∞= − H ，终值柔量和初始柔量的差值

与终值柔量的比值为 0( ) /H Hb J J J∞= − H
∞ 。对于不同钨

纤维体积分数的复合材料，比值 a 和 b 大小直接体现

了材料的黏弹性效应的强弱[23]，比值 a 和 b 越大，黏

弹性效应越强；比值 a 和 b 越小，黏弹性效应越弱。

不同体积分数下复合材料的黏弹性效应计算结果及文

献[24]中钨纤维体积分数对压缩断裂能的影响如图 8   
所示。 
 

 
图 8  不同钨纤维体积分数下复合材料的 a、b值及断裂能[24] 

Fig. 8  Values of a and b and fracture energy of composites 

with different volume fractions[24] 

 
由图 8 得到，随着钨纤维体积分数的增加，复合

材料的松弛效应和蠕变效应都逐渐减弱，说明钨纤维

的引入有效地阻碍了单一剪切带的滑移，促进了多重

剪切带的产生，使非晶基体的弹性性能得到增强，降

低了其黏性性能，提高了复合材料的韧性。在钨纤维

体积分数小于 40%时，复合材料的蠕变效应明显大于

松弛效应，且在这一比率区间内两种效应的下降速率

都比较快，说明在这一区间内，钨纤维的增强作用对

复合材料的等效黏弹性能影响较大，且蠕变效应大于

松弛效应。钨纤维体积分数在 40%~60%这一区间内两

种效应逐渐趋同，但蠕变效应依然略大于松弛效应。

钨纤维体积分数大于 60%时两种效应基本一致，且变

化曲线平稳。这一变化规律与钨纤维增强锆基块体非

晶复合材料(W/Zr38Ti17Cu10.5Co12Be22.5)压缩断裂能曲

线[24]的斜率变化规律(见图 8)有相类似之处；同时，文

献[24]的研究结果表明，在压缩断裂过程中，当钨纤

维 增 强 锆 基 块 体 非 晶 复 合 材 料

(W/Zr38Ti17Cu10.5Co12Be22.5)钨纤维体积分数小于 40%
时为剪切破坏；在 40%~60%之间时为钨纤维的弯曲、
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扭转后劈裂；而钨纤维体积分数大于 60%时，复合材

料沿纵向劈裂。但该类复合材料的黏弹性效应与断裂

机理的相关性还有待进一步的探讨。 
 

4  结论 
 

1) 基于均匀理论建立了计算具有微观周期性结

构的钨纤维增强锆基块体非晶合金复合材料黏弹性能

的力学模型。结合有限元方法对该复合材料的等效黏

弹性能进行预测，预测结果与其他模型结果相近。均

匀化方法是一种具有严格数学依据、高效而实用的方

法，在预测钨丝增强锆基块体非晶复合材料等效黏弹

性方面具有相对较强的优势。 
2) 通过计算考察了钨纤维体积分数对复合材料

的等效松弛模量及等效蠕变柔量的影响，并进一步分

析了钨纤维体积分数对整体黏弹性效应的影响。随着

体积分数的增加，初始模量和终值模量都逐渐增大，

而初始柔量和终值柔量随着钨纤维体积分数的增加都

稍呈下降趋势，说明钨纤维的引入能有效抑制非晶基

体的黏性流动，提高了复合材料的韧性；复合材料的

黏性主要来自非晶基体的贡献；同时得到的等效黏弹

性效应曲线图与前人的实验结果存在着一定的对应

性。研究结果为进一步确定钨丝增强锆基块体非晶合

金的成分设计和微观应力，奠定了有力的理论基础。 
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