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起伏地形电偶源 2.5 维有限元数值模拟 

张继锋，智庆全，李 貅，冯 兵 

(长安大学 地质工程与测绘学院，西安  710054) 

摘 要：地形的起伏严重影响着电磁场分布，在实际资料处理中，研究地形起伏对电磁场的畸变规律可使电磁勘 

探解释更加准确可信。采用任意四边形网格剖分求解区域，实现起伏地形 2.5 维电偶源有限元正演算法，推导波 

数域电磁场耦合微分方程，通过基于等参单元的双二次插值将连续函数的微分离散化；采用一维非零元素紧缩存 

储，利用大规模稀疏矩阵并行求解器 PARDISO 求解，得到电偶源激发下二维地电断面的波数域电磁场响应。然 

后通过选取适当的波数进行傅里叶反变换，获取空间域电磁场响应，对正演中的关键问题，如波数的选择、场源 

参数的选取以及辅助场的计算等进行了分析和研究，为提高正演计算的精度和速度提供了理论保证。验证该算法 

的正确性和高效性，分别对山丘和山谷等典型地形进行了数值计算，分析起伏地形的电磁场响应规律。 
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2.5D finite element numerical simulation for 
electric dipole source on ridge terrain 

ZHANG Ji­feng, ZHI Qing­quan, LI Xiu, FENG Bing 

(School of Geology Engineering and Geomatics, Chang’an University, Xi’an 710054, China) 

Abstract: The topography seriously affects  the distribution of electromagnetic field, and the study on distortion law of 
topography  for  the  electromagnetic  field  can make  the  electromagnetic  interpretation more  accurate  and reliable  in  the 
actual data  processing work. The electric dipole  source  electromagnetic  field  finite  element  algorithm of 2.5D  rugged 
topography  was  studied  by  using  arbitrary  quadrilateral  mesh  generation  for  computational  domain.  Firstly,  the 
electromagnetic  coupled  differential  equations  in  wave  number  domain  was  deduced,  and  continuous  function  was 
discretized based  on  the  isoparametric  element  of  interpolation,  the wave  number domain  electromagnetic  response  is 
obtained for the two dimensional geoelectric section by a nonzero element compact storage and large­scale parallel sparse 
matrix  solver PARDISO. The electromagnetic  field space response  is got by choosing appropriate wave number of  the 
inverse  Fourier  transform. The  forward  key  problems,  such as  the  selection  of wave  number,  source  selection  and  the 
auxiliary field solution, were analyzed and studied, which provide a theoretical guarantee for improving the computation 
precision  and  speed.  The  correctness  and  high  efficient  of  the  algorithm were  verified.  Finally,  the  electromagnetic 
response characteristics of the trapezoidal hill and valley were analyzed. 
Key words: electric dipole source; isoparametric element; ridge terrain; numerical simulation 

人工源电磁法由于场源强度可以控制、信噪比高 

等优点，已成为工程及矿产勘探领域中应用比较广泛 

的电磁勘探方法之一 [1−4] 。目前，纯二维的人工源电磁 

场正反演研究已有较多的研究成果，具有计算量小、 

速度较快 [5−6] 等优点。但在实际工作中，采用的场源多 

是三维偶极源，而非二维线源，纯二维的正反演只是 

对实际情况的粗略近似。三维正反演方法能更真实地 

模拟地质构造的电性分布，但是现有的三维正反演算 
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法均很难合理地平衡计算速度和精度，要达到较高的 

精度，往往要花费大量的计算时间。在没有很好地解 

决此问题之前，很难将三维正反演算法广泛应用于实 

际数据的处理解释。我国多山区丘陵，山区面积约占 

国土面积的三分之二，在山区开展电磁勘探时，地形 

是影响电磁场分布的主要因素之一 [7] 。起伏地形偶极 

源电磁场  2.5 维模拟方法能较好地适应这种复杂地质 

环境，且计算成本低，在普通微机上就可以快速地实 

现，因此，此方法具有重要的理论和现实意义。 
COGGON [8] 于  1971 提出基于二维地电结构三维 

源的  2.5 维有限元电磁模拟方法，为有限元在地球物 

理电磁法中的应用奠定了基础，之后，有许多学者对 

二维半电磁正演问题进行了研究 [9−12] 。20 世纪  90 年 

代初，UNSWORTH 等 [13] 采用 2.5 维有限元数值模拟 

方法对海水及海底介质进行模拟，讨论有限长度电性 

源激发时场的特征。MITSUHATA [14] 采用等参单元模 

拟带地形二维地电结构电磁响应，分别计算了山丘地 

形下两个相互垂直方向电偶极子源产生的电磁场分 

布，取得了较好的效果。LI等 [15] 采用非结构化三角形 

网格的自适应有限元方法实现了海水中频率域水平电 

偶极子源二维海洋电磁法数值模拟。KONG等 [16] 采用 
delta 源对海洋可控源层状各向异性介质开展了  2.5D 
有限元模拟。ELLEFSEN 等 [17] 构建了 2.5D 各向异性 

介质的格林函数，利用在垂直走向方向上采用有限差 

分、平行走向方向上釆用解析方程求解的混合算法， 

实现模拟的高效性。在国内，孟永良等 [4] 利用有限元 

法实现了 CSAMT法的数值计算。底青云等 [18−19] 进行 

了 CSAMT 2.5维有限元数值模拟， 并得出了一些有价 

值的结论。沈金松等 [20−21] 研究 2.5 维电磁响应与波数 

的关系， 并把该方法应用于海洋可控源电磁法模拟中。 

前人的研究成果表明， 电磁场 2.5D有限元正演方法能 

很好地适应复杂的物性分布，计算速度和精度较高， 

极具应用前景。实际工作也表明，真实地电构造往往 

是复杂的，地形同地下异常体一样，都对电磁场的分 

布有很大的影响。在勘探工作中，必须加以综合考虑。 

鉴于此，本文作者利用等参单元实现带地形的  2.5 维 

电偶源电磁场模拟，并对 2.5 维电磁场正演中的一些 

关键问题和技术细节进行分析讨论，给出合理的处理 

方案。 

1  基本原理 

假定谐变时间因子为  exp(iωt)，电场和磁场频率 

域Maxwell方程组如下： 

i i  s ωµ ωµ ∇× = − − E H M  (1) 

i  s ωε σ ∇× = + + H E E J  (2) 

式中：ε是介电常数，σ是电导率，μ是磁导率，ω为 

圆频率，i 为虚数单位，E 和 H 分别为电场和磁场矢 

量，Js 为外加电流源的电流密度，Ms 为外加磁性源的 

磁场强度。 

对上述方程沿构造走向(Y)方向按以下形式作傅 

里叶变换(ky 为波数)： 
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并消去  x E ˆ  和  z H ˆ  、  z E ˆ  和  x H ˆ  分量，得到沿走向方 

向电场  ) ˆ (  y E  和磁场  ) ˆ (  y H  的耦合微分方程： 
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式中：  2  ˆ ˆ k zy = − ，  2 2 2 
e y k k k = − ，ˆ  i z ωµ = ，ˆ  i y σ εω = + ， 

s 
ˆ J  、  s 

ˆ M  为场源项。 

根据式(4)和(5)可解出  y E ˆ  和  y H ˆ  ，辅助场  x E ˆ  和 

z H ˆ  、  z E ˆ  和  x H ˆ  可由  y E ˆ  和  y H ˆ  的空间导数导出： 
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2  关键技术 

2.1  波数的选取 
2.5 维的求解方法是将空间域的场量转换到波数 

域并抽取部分波数进行计算，然后通过离散傅氏反变 

换来求取空间域场值的，本质上是一个利用特定离散 

样本来恢复连续信号的过程，其关键技术在于离散样 

本的选取。离散波数样本的选取实际上是合理安排采 

样点的过程。由于各种地电断面的场函数不同，适合 

一种地电断面的波数组不一定适用于另一种地电断 

面。因此，波数序列的长短和间隔是影响计算精度的 

重要因素。如果选取较长的波数序列，求解线性方程 

组的次数增加，必然使得计算时间增加；若选取过短 

的波数序列，虽然计算速度较快，但难以保证精度。 

如何选择波数的个数和分布，取决于傅氏反变换核函 

数随波数变化的规律。 

首先，研究均匀半空间波数域电磁场分布特点， 

取模型电阻率 100 Ω∙m， HED源(水平电偶源)频率为 1 
kHz，偶极矩为 1 A∙m，位于坐标原点位置，网格间距 

为 25 m，计算结果如图 1所示(图 1中 I为谐变电流； 
dy 为电偶极距；Idy 表示一个量即电偶极矩)。在波数 

较小的范围内，  y E ˆ  为一常数，随 ky 增大，  y E ˆ  迅速衰 

减。在高频范围(ky＞0.04)内，曲线波动强烈，不符合 

实际电场的变化规律。 这说明波数超过某一界限值后， 
FEM离散解是不精确的。 通过理论分析和实际计算可 

知，此界限约为 ky=1/Δ，Δ 是节点距。如果反变换时 

使用超过此界限的波数域场， 必然将引入较大的误差。 

幸运的是，由于  y E ˆ  随  ky 的快速衰减，在高频范围内 

的  y E ˆ  ，实际上对于式(3)的影响很小。因此，可以简 

图 1  均匀半空间中 Y向电偶源产生的波数域电场 

Fig. 1  Electric field of wave number domain in homogeneous 

half space for electrical dipole source 

单地在积分中略去高频场，取积分上限为  1/Δ。可以 

从理论上证明，这种截取方案是合理的。一般而言， 

波数在选定的  ky＜1/Δ 范围内应该取的越多越准确， 

但计算量也随之增加。本文作者采用直接积分法进行 

傅里叶反变换，在  ky＜1/Δ 范围内可按积分精度要求 

自由确定 ky 的个数和间隔。在本文后续的计算中，波 

数范围取为  10 −4 ~1/Δ，波数取其中的  27 个对数等间 

隔数。 

2.2  伪 delta源的选取 

电偶源和磁偶源在源点处是奇异的。例如，在近 

区时，对于沿走向方向的电偶极子源，Ey 在场源附近 

的渐近线为
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Ey 实部的奇异性为 O(1/r 3 )。由于这些分量在源的 

附近快速变化，即使有良好的网格剖分条件、采用高 

阶插值函数，也不能很好地模拟近区源场的变化。通 

常的解决办法是对背景场和二次场给予分别求解。但 

这种办法的不足是， 在地表起伏或存在复杂地质体时， 

很难找到一个合适的背景构造。另一个简单有效的解 

决办法如下：采用一个近似函数来等效电偶极子场源 

的作用，将源分布于一定范围内，避免在源点处产生 

奇异性，从而不用区分背景场和异常场，直接求解总 

场值。本研究中，采用  HERRMANN [22] (1979)提出的 

伪 δ函数(空间分布如图 2)： 
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图 2  Herrmann’s伪 delta函数分布 

Fig. 2  Distribution of Herrmann’s pseudo–delta 

参数 τ 是控制源分布宽度和幅值的参数。一个三 

维的伪  δ  函数源可以表示为  δs(r−r0)=δs(x−x0)∙δs(y)∙ 
δs(z−z0)。其中，r0、x0、z0 分别表示源点的坐标。显然， 

使用伪 δ 函数描述源项，可使总体方程右端项不为 0 

的节点增多，改善了总体方程组的不稳定性。 

伪 δ 函数实际上起到了低通滤波的作用，就消除 

奇异性效果而言，τ取值愈大，不为 0的右端项越多， 

消除奇异性的效果愈好，但同时，等效源响应与点源 

响应的差异也将变大。这种差异主要分布在伪 δ 源的 

附近，在远离源区的区域逐渐减小趋于  0。本文作者 

采用如下方法选择 τ 值：网格剖分时，将以源点为对 

称中心的 4个单元的网格近似剖分为正方形，等效源 

控制参数 τ 就取为此处的网格间距。这样，既能保证 

方程右端项有足够的非零元素(9个)， 又能使插值函数 

适应场源的分布(插值函数和场源的分布函数都是二 

阶的，如果其节点重合，插值函数将精确等效于场源 

分布函数)，提高计算精度。 

2.3  辅助场的求取方法 

辅助场的场值， 需要对主场值进行空间求导得到。 

在双二次插值条件下，单元内的场值是按二次型变化 

的，但场值的导数是线性变化的。由于单元之间仅通 

过节点场值进行连接，导数在节点位置一般是不连续 

的，这对辅助场值的计算造成了困难。对于这种不连 

续，徐世浙 [23] 提出分别计算相邻单元在节点处的导数 

值，然后取平均的方法，这只能从统计学角度上对不 

连续引起的误差进行削弱；马为 [24] 提出使用有限元直 

接迭代格式快速加密节点，利用加密后的节点场值计 

算节点处的导数值，但仍存在节点处导数不连续的问 

题。本文作者认为，可以考虑发展全空间曲面插值方 

法，如采用三次曲面样条插值来求取节点处的导数， 

即可保证节点处主场导数值的连续性。 

本研究中，对电阻率为 100 Ω∙m的均匀半空间模 

型分别使用曲面拟合方法和简单取平均方法计算了辅 

助场，求出了 y=100 m处的次剖面上的卡尼亚视电阻 

率，并计算了其与解析结果的偏差，其结果如图 3所 

示。折线和带点折线分别是采用曲面拟合方法和简单 

平均方法的结果。显然，使用曲面拟合方法计算的视 

电阻率精度更高。 

2.4  起伏地形网格剖分 

有限元研究区域的剖分问题，直接影响到计算的 

精度和速度。如果网格剖分方法不合理，那么即使采 

用再高精度的线性求解系统，也难以得到正确的解。 

根据徐世浙 [23] 、MITSUHATA [14] 和吴娟等 [25] 的经验， 

本研究采用任意四边形单元、双二次插值。为了能适 

应复杂的模型，利用 Ansys 软件进行剖分。源点附近 

和电性变化区域网格线要求比较稠密，以适应源点和 

电性快速变化区域场的快速变化。在远离场源、电性
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图 3  不同辅助场计算方法的精度 

Fig. 3  Accuracy of different methods for auxiliary fields 

变化缓慢的地方，令网格间距快速增大，以减小边界 

环路积分强制为零引起的误差，但考虑到波数序列的 

下限，最大间距不应超过  10  km。这可以通过 Ansys 
的网格控制功能实现。 最后，应对网格进行局部细化， 

其基本原则为在地形平坦和地电参数变化平稳的地 

方，适当放大网格间距，以减小运算量；在地形起伏 

或地电参数变化剧烈的地方，加密网格，以提高运算 

精度。 

2.5  地层以上空气层的处理 

空气层几乎是不导电的，但若取其电导率为  0， 

当 ky=ω(εμ) 1/2 时，会出现 ke=0的情况，此时总刚矩阵 

的系数出现奇异点。EVERETT等 [26] (1993)指出，在这 

一奇异界面上，电场  y E ˆ  和磁场  y H ˆ  平滑变化且连续， 
ky=ω(εμ) 1/2 时对结果的影响可以忽略。为避免计算中 

可能出现的奇异，空气电导率可取 10 −5 ~10 −8 S/m。 

求取辅助场时，要用到节点所处位置的电阻率。 

在地表节点上，地层的电阻率和空气层的差异很大， 

分别使用地层和空气层电阻率求取的辅助场值差异很 

大(见图 4)。可见，在计算辅助场时，应选取空气层的 

电导率。 

3  等参变换 

使用任意四边形单元进行剖分的方法可以模拟复 

杂的地形和边界，并能方便地调节网格的疏密结构， 

但对于任意四边形这种复杂形状的单元直接进行数值 

计算，工作量过大，且不利于计算机自动化实现。为 

满足对一般形状求解域进行离散化和自动化计算的需 

要，必须建立一个坐标变换，将总体(笛卡儿)坐标中 

几何形状扭曲的单元转换成局部(自然)坐标中几何形 

状规则的单元。在规则单元域内，无论各个积分形式 

表示的被积函数如何复杂，都可以方便地采用标准化 

的数值积分方法计算。本研究中，采用 8 节点等参单 

元剖分求解区域。如图 5 所示，8 个黑点表示曲边四 

边形单元的 8 个节点，括号内的数表示各个节点在新 

坐标系内的坐标值。可见，在新坐标系中，曲边四边 

形变换成了一标准正方形，称为基本单元。曲边四边 

形单元称为实际单元，两单元内的参变量函数采用相 

同数目的节点参数和相同的形函数进行变换。然后， 

在局部自然坐标系中的规则单元上进行单元分析，再 

映射到实际直角坐标系中的单元上，等参单元同时具 

有计算精度高和适用性好的特点。 

图 4  使用地层、空气层电阻率计算的辅助场 Hx 
Fig. 4  Auxiliary fields Hx using earth and air resistivity 

图 5  等参单元示意图 

Fig. 5  Schematic diagram of isoparametric element
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4  矩阵的压缩存储 

全稀疏行压缩存储方案是近年来流行的一种稀疏 

存储方案，许多通用的求解大型稀疏方程的软件包都 

是基于该存储方案，关于该方法的存储模式己有许多 

文献陈述。它是把矩阵中的非零元素按行依次存储在 

一个一维数组中，然后通过两个索引数组来确定该数 

组中的元素与原矩阵中的元素对应关系。考虑到总刚 

矩阵的对称性，可以只存储矩阵的上三角元素。下面 

通过一个例子来说明这种压缩存储格式。 

如图 6所示，有一对称稀疏系数矩阵m，它的上 

三角非零元素按行依次存储在数组 a中，这些非零元 

素在m中所处的列记录在整数数组 ja中， 即如果 a(k)= 
m(i, j)，那么 ja(k)=j。如果要知道数组 a中的元素在矩 

阵 m中的具体位置，还需要知道它从哪一行开始，距 

离起始位置有多长，这通过数组 ia表示，如果 m(i, j) 
是第 i 行第一个上三角非零元素，并且 a(k)=m(i,  j)， 

那么 ia(i)=k。第 i行的非零元素个数为 ia(i+1)−ia(i)， 

即第 i行的非零元素依次存储在a(ia(i))， a(ia(i)+1)， …， 
a(ia(i+1)−1)位置，相应的列依次存储在  ja(ia(i))， 
ja(ia(i)+1)，…，ja(ia(i+1), −1)位置，如表 1所列。 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

− 

− 

− 
− − 

= 

5 0 4 0 0 
0 7 6 0 3 
4 6 4 0 0 
0 0 0 5 1 
0 3 0 1 1 

m 

图 6  对称稀疏矩阵举例 

Fig. 6  Example of sparse matrix 

表 1  对称稀疏矩阵举例 

Table 1  Diagram of sparse matrix 

a  ja  ia  a  ja  ia 
1  1  6  4  10 
−1  2  4  4  5 
−3  4  5  7  4 
5  2  8  −5  5 
4  3  9 

5  方程组的并行求解 

有限元方法中，最终往往将问题归结为一个大型 

线性方程组的求解问题。方程组求解方法的好坏，直 

接决定有限元法正演的精度和速度。新世纪以来，计 

算机技术突飞猛进，个人  PC 逐渐呈现出多核、多线 

程的特征，具有了比较完善的并行计算功能，这为大 

规模线性方程组的快速求解提供了硬件基础。本研究 

使用大规模稀疏矩阵并行求解器PARDISO进行求解， 

以期能尽可能充分地利用计算机的并行能力，取得了 

良好的效果。对于 5 万个节点的模型，使用本研究算 

法在主频 2.2  GHz 的四核 PC 上完成一次单频点正演 

所需时间约为 46  s。在同样主频的计算机上使用单线 

程求解器求解，完成一次单频点正演需时约为 163 s。 

这说明，使用并行求解器能充分地利用现有的计算资 

源，显著地提高了求解效率。 

6  算法验证 

6.1  均匀半空间模型正演结果验证 

首先利用本研究算法计算电偶极子源在均匀半空 

间的响应，并与解析解进行对比。水平电偶极子沿  y 
轴放置在坐标原点，电偶极距  Idy=1  A∙m，频率为  1 
kHz，背景阻率为 100 Ω∙m。如图 7所示，采用本研究 

算法得到的计算结果与理论值基本一致。图 8 所示为 

相对误差曲线。由图 8 可见，除源周围的误差相对较 

大外，其余相对误差基本满足实际计算需求。 

6.2  起伏地形模型正演结果验证 

为了验证本算法对起伏地形模型的有效性，设计 

了一个与MITSUHATA [14] 相同的地电模型。如图 9所 

图 7  均匀半空间模型 2.5D维有限元解和解析解比较 

Fig.  7  Comparison  of  2.5  FEM  solution  and  analytical 

solutions for homogenous half space model
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示，山丘高为 450 m，山底部宽 2 km，山脊宽 450 m， 

山丘中心在原点位置， 地下为均匀介质， 电阻率为 100 
Ω∙m，电偶源位于 x=−5.5  km 位置，测点位于 y=0  m 
的主剖面地表上。分别计算发射频率为 2 Hz和 50 Hz 
时的卡尼亚电阻率并与MITSUHATA [14] 的计算结果进 

行对比，如图 10 和 11 所示，本研究得出的电阻率值 

与MITSUHATA [14] 的计算结果十分接近，说明本研究 

提出的计算方法能够应用于起伏地形模型的电磁响应 

模拟。 

图 8  均匀半空间模型 2.5 维有限元解和解析解的相对误差 

曲线 

Fig.  8  Relative  error  curve  of  2.5D  FEM  solutions  and 

analytical solutions for homogenous half space model 

图 9  山丘地形示意图 

Fig. 9  Diagram of trapezoidal hill 

6.3  山谷地形响应正演模拟 

相对于MITSUHATA [14] 计算的山丘地形模型，设 

计了一个相同规模的山谷地形模型。如图 12 所示(图 

中 Idx 和 Idy 分别代表 x和 y方向的电偶极矩)， 山谷的 

大小、形状、位置与前面设计的山丘相同，地下介质 

电阻率仍为 100  Ω∙m。利用本文算法计算山谷地形在 

谐变电偶极子激发下的响应，模拟结果如图 13 和 14 
所示。

从视电阻率曲线中可以看出，水平电偶源沿 y 方 

向(平行于走向)放置时，视电阻率曲线比较平缓；当 

水平电偶源沿  x 方向(垂直于走向)放置时，视电阻率 

曲线变化剧烈，出现了“跳跃”式的特点。这可以从 

理论上进行解释：根据电磁场的连续性可知，地形起 

伏时，磁场分量一般变化比较平缓，不发生突变，但 

当电偶源垂直于走向方向放置时，起伏地形表面产生 

积累电荷，两侧电场法向分量不连续，电场值产生突 

图  10  山丘模型本算法和 MITSUHATA [14] 计算结果的对比 

(x向电偶源) 

Fig.  10  Comparison  of  calculation  results  of  this  work  and 

MITSUHATA [14] of trapezoidal hill models (HED along x_axis) 

图  11  山丘模型本文算法和  MITSUHATA [14] 计算结果的对 

比(y向电偶源) 

Fig.  11  Comparison  of  calculation  results  of  this  work  and 

MITSUHATA [14] of trapezoidal hill (HED along y_axis) 

图 12  山谷模型示意图 

Fig. 12  Diagram of trapezoidal valley
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图 13  山谷地形视电阻率曲线(x方向电偶源) 

Fig.  13  Apparent  resistivity  curves  over  valley  (HED  along 

x_axis) 

图 14  山谷地形视电阻率曲线(y方向电偶源) 

Fig.  14  Apparent  resistivity  curves  over  valley  (HED  along 

y_axis) 

变，导致视电阻率曲线的“跳跃”变化；当电偶源平 

行于走向方向放置时，介质−空气界面附近电场法向 

分量为  0，切向分量边续，因此，电场值不会发生突 

变，视电阻率曲线变化也比较平缓。 

7  结论 

1) 推导了偶极源电磁法 2.5维电磁场耦合微分方 

程，使用加权余量法对  2.5 维电磁场耦合微分方程进 

行离散，形成复系数线性方程组，最后通过大规模并 

行求解器求解此线性方程组，实现耦合微分方程的求 

解。 

2) 编制程序实现了本研究算法，计算结果表明， 

程序能在保证精度在3%内的前提下较快地实现2.5维 

电偶源电磁场正演，对于大约 5 万个节点的模型，单 

频点正演时间不到 1 min，能满足实用化的需要。 

3) 对电磁场 2.5维正演中的一些关键技术如波数 

的选择、伪 delta函数 τ的选择、辅助场的求解方法、 

网格如何合理剖分及空气层的处理等进行了计算和分 

析，并提出了解决的原则和方法，为更加精确的正演 

模拟提供了理论保证。 

4) 将 2.5维正演模拟结果与电偶极子均匀半空间 

解析解和  MITSUAAT [14] 关于山丘地形的计算结果进 

行对比，验证了本研究中算法的正确性，然后模拟山 

谷地形响应，并从理论上分析了视电阻率变化规律随 

偶极子放置方向而不同的原因。 

附录 A：有单元分析 

对方程式(4)和(5)用伽辽金方法(Galerkin  method) 

进行离散，可得到各个单元的积分方程。让余量  R E 

在包含 Ne 个单元的整个剖分区域内的加权积分为零， 

并在区域外边界上采用第一类边界条件，即强加 

0 ˆ ˆ = =  y y  H E  ，可得到简化的离散化方程： 
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式中： e为求解区域中某一单元， Ne 为单元总个数，  e i N 
是第 e 个单元中第  i 个结点的形函数，  s 

ˆ J  、  s 
ˆ M  为场 

源项。

单元内的各点按从左到右， 从上到下的顺序排列， 

节点号如图 5 中①~⑧，对应的基函数 Ni 为如下的双 

二次插值函数： 

1 
2 

2 

3 
2 

4 
2 

5 

6 
2 

7 
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1/ 4(1 )(1 )( 1) 

1/ 2(1 )(1 ) 
1/ 4(1 )(1 )( 1) 

1/ 2(1 )(1 ) 
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N 
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ξ η 
ξ η ξ η 
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= − − − − −  
 

= − −  
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 

= + −  
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 

= + + + −   

(A3) 

将形函数代入式(A1~A2)，并将积分区域变换到 

自然坐标系，可以得到单元 N e 内节点  i 于关于 ξη 坐 

标系的最终离散化方程，以 y向电偶源为例： 
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( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ˆ  ix jx iz jz 
ij 

e 

F F F F z k 
J k 

ξ η ξ η ξ η ξ η 
− − 

+   ′ = +  
  

∫ ∫ 

ˆ  d d e e 
i j z J N N ξ η 

  
 
  

(A6) 

1  1 

2 1   1 

i ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 
d d 

ij 

y ix jz iz jx 

e 

q 

k F F F F 
J k 

ξ η ξ η ξ η ξ η 
ξ η 

− − 

= 

−     
  
    

∫ ∫ 

(A7) 

{ } 1  1 
s s 1   1 
( , ) ( , ) d d e 

i i x z J N Idl J δ ξ η δ ξ η ξ η 
− − 

=− ∫ ∫  (A8) 

另外，  2  ˆ ˆ k zy = − ，  2 2 2 
e y k k k = − ，ˆ  i z ωµ = ，ˆ y σ = + 

ˆ  i y σ εω = + 都是关于模型参数的常量。 

上式是关于某单元第  i 节点的离散场方程，在单 

元内循环 i和 j可得如下线性方程组： 

1 11 12 18 11 12 18 

2 21 22 28 21 22 28 

8 81 82 88 81 82 88 

11 12 18 11 12 18  1 

21 22 28 21 22 28  2 

81 82 88 81 82 88  8 

E k k k q q q 
E k k k q q q 

E k k k q q q 
q q q k k k  H 
q q q k k k  H 

q q q k k k  H 

   
   
   
   
   

  
  ′ ′ ′ − − − 
  

′ ′ ′ − − −   
  
  

′ ′ ′ − − −      

L L 

L L 

L M M M M M M M M 

L L 

L L 

L L 

M M M M M M M M L 

L L 

 
 
 
 
 

  =   
  
  
  
  
   

1 

2 

8 

0 
0 

0 

J 
J 

J 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
    

L

L 

(A9) 

总体合成就是将方程(A9)中的各元素按节点的网 

格排列顺序放到关于求解域所有节点的整体方程中， 

与对应的节点元素叠加，最终的线性方程组包含所有 

单元内所有节点的场方程。 

附录 B：有效波数的范围 

假定在均匀全空间中，仅存在  y 向电偶源  y J s ˆ  。 

当  2 
y k  >>  2 k  时，微分方程(4)变为 

2 2 
2 

2 2 

ˆ  ˆ 
ˆ  ˆ y y 

y y sy 
E E 

k E J 
x z 

∂ ∂ 
+ − = 

∂ ∂ 
(B1) 

对式(B1)分别做在 x 和 z 方向上的傅里叶变换， 

得到 

2 2 2  ˆ  ˆ ( ) x y z y sy k k k E J + + = −  (B2) 

当  2 
y k  >>  2 

x k  和  2 
y k  >>  2 

z k  时， 式(B1)不再依赖于 
x 和  z 坐标的变化。考虑到在数值计算中空间离散率 

有限，应该给出 ky 的上限。限定了 ky 的上限，也就限 

定了 kx 和 kz 的上限。kx 的上限应该小于奈奎斯特波数 
kN=π/Δ，Δ 为节点间距。假定波数域场的分布为一具 

有二阶导数的函数  f(x)。在图 5 所示的单元中，任意 

处于两节点中点处的节点导数都相当于中心差分。取 

( )  (i  ) exp  x f x k x = ，有效波数 ke 定义如下：
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( ) i exp(i ) e x f x k k x ′ =  (B3) 

利用中心差分，有效波数可以如下给出： 

exp[i ( )] exp[i ( )] sin( ) 
2 exp(i ) 

x x x 
e 

x 

k x k x k 
k 

i k x 
+ ∆ − − ∆ ∆ 

= = 
∆ ∆ 

(B4) 

于是 ke 的最大值为 ke=1/Δ，Δ为最小网格间距。 
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