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大地电磁双二次插值 FEM 正演及 

最小二乘正则化联合反演 
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摘 要：从大地电磁(MT) 二维正演所满足的偏微分方程边值问题出发，应用矩形网格剖分和单元内双二次插值 

推导有限单元法求解大地电磁 TE 与 TM 两种极化模式正问题详细算法。应用反演理论将病态问题求解的正则化 

方法应用到最小二乘优化方法中， 获得最光滑约束最小二乘正则化反演目标函数， 并利用Matlab编制了大地电磁 

二维正反演计算程序。应用该程序对高低阻地电模型和 Sasaki模型开展了正反演计算，并绘制 TE 模式和 TM 模 

式、TE&TM联合反演模式的反演成果剖面图。将所得的反演剖面与初始模型对比可知，TE模式反演剖面纵向分 

辨率较高，TM 模式横向分辨率较高，TE&TM 联合反演优于单一极化模式的反演，并证明双二次插值有限元法 
MT正演及最小二乘正则化反演算法的有效性与可行性。 
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Magnetotelluric finite element method forward based on biquadratic 
interpolation and least squares regularization joint inversion 

FENG De­shan 1, 2 , WANG Xun 1, 2 
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Abstract: Based on the boundary value problem of partial differential equation of the two­dimensional magnetotelluric 
(MT) forward modeling meet, the detail algorithm of finite element method deduced by the rectangular grid subdivision 
and  cell  biquadratic  interpolation  method  were  used  to  solve  the  electromagnetic  problems  both  in  TE  and  TM 
polarization  mode.  By  using  the  basic  theory  of  inversion,  the  solving  ill­posed  problem  regularization  method  was 
applied  to  the  least­square  optimization  approach,  and  the  most  smoothness  constrained  least  square  regularization 
inversion  objective  function  was  gotten,  then  a  completed  two­dimensional  magnetotelluric  forward  computational 
program was written by Matlab. This program was applied on high/low resistance geoelectric model and Sasaki model, 
the inversion cross­sectional profiles of TE mode, TM mode and TE&TM joint inversion model separately were plotted. 
Compared the inversion results with the original models, TE mode inversion profile has higher vertical resolution, TM 
mode has higher lateral resolution, TE&TM joint inversion is superior to the single inversion of polarization mode. At the 
same  time,  MT  biquadratic  interpolation  finite  element  forward  modeling  and  least­square  regularization  inversion 
algorithm are proved to be effective and feasible. 
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大地电磁测深方法(Magnetotelluric，MT)以天然 

交变电磁场为源，以岩矿石的电性差异为基础的一种 

重要的地球物理勘探方法 [1−2] 。 由于地下介质分布具有 

的非均匀性、强随机性，导致 MT 探测环境的多样性 

和复杂性，要实现 MT 资料解译的飞跃，需要进一步 

提升与改善目前的大地电磁正反演算法 [3] 。考虑到三 

维 MT 勘探的昂贵成本，目前，资源勘探、地质调查 

等领域仍以二维 MT 为主，因此，深入开展二维 MT 
正反演，对了解复杂地质体特征和提高 MT数据解译 

水平具有重要意义。 

MT 正反演计算是计算地球物理学的一个重要分 

支，发展计算速度快、求解精度高的正、反演算法是 
MT研究中永恒追求的目标 [4] 。WILLIAM [5] 、徐世浙 [6] 

等将有限单元法引入到MT正演计算中，陈进超等 [7] 、 

刘树才等 [8] 、 刘云等 [9] 研究了大地电磁正演计算中地形 

的影响；刘小军等 [10] 和赵广茂等 [11] 开展了基于二次场 

的二维大地电磁有限元数值模拟；刘长生等 [12] 、 

ZYSERMAN 等 [13] 在大地电磁的正演计算中也进行了 

深入的研究。在MT正反演当中，正演是反演的基础， 

它的求解精度是决定反演成败的关键，而反演是又是 

指导 MT 地质解释的最终手段。为此，国内外许多学 

者开展了大量的研究， Bostic反演 [14] 、 Occam反演 [15] 、 

非线性共轭梯度反演 [16−17] 、高斯牛顿法反演 [18] 、最小 

二乘法反演 [19−21] 等一系列MT反演算法被提出。近年 

来，底青云等 [22] 、柳建新等 [23] 出版了MT专著，详细 

讲解了 MT的正反演算法原理及相关进展。本文作者 

采用矩形网格剖分、双二次插值的有限单元法开展 

MT 高精度正演，并将 TE 模式、TM 模式、TE&TM 
模式的最小二乘正则化联合反演应用于两个典型地电 

模型中，正反演结果表明，联合反演比单个极化模式 

反演具有更高的精度。 

1  二维大地电磁正演 

根据MT所满足条件的Maxwell方程，参照文献 
[6]选取右旋直角坐标系的原点在地面上，y 轴正方向 

垂直向上，z轴方向平行于走向方向，上边界为 AB， 

下边界为  CD，当平面电磁波以任意角度向地面入射 

时，地下介质中的电磁波总以平面波形式垂直地向下 

传播，这就使电磁场的各分量沿 z 方向都没有变化， 

即∂/∂z=0，可得两个独立的方程组，分别称为 TE模式 

和 TM模式。 
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式中：E是电场强度，H是磁场强度，ε为介电常数， 
μ为磁导率，σ为电导率，ω为角频率。 

由式(1)和(2)可分别推导出  Ez 和  Hz 的偏微分方 

程： 
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将以上两式统一表示为  ( ) 0 τ λ ∇ ⋅ ∇ + = u u  的形式， 

结合相应的初边值条件， 式(3)和(4)相应的变分问题等 

价为 
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式中：∇ 为二维哈密顿算子；Ω 为求解区域；k 为系 

数矩阵；Γ为求解的区域边界。对于 TE模式：u=Ez， 
τ=1/(iωμ)，λ=σ−iωε；TM模式：u=Hz，τ=1/(σ−iωε)，λ= 
iωμ。 

应用矩形网格剖分、双二次插值的有限单元法 

(Finite  element  method，FEM)求解 MT 的 TE 与 TM 
两种模式满足变分问题(5)。首先对整个模拟区域采用 

图 1 所示矩形单元对区域进行剖分，双二次插值方法 

的子、母单元及总体节点编号方式如图 1 所示，图中 

字符 1，2，…，n 代表节点编号，①，②，…，n 代 

表单元编号。 
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图 1  基于矩形剖分、双二次插值母、子单元节点编号示意 

图

Fig.  1  Sketch  map  of  node  number  of  parent  element  and 

sub­element  based  on  rectangular  element  of  biquadratic 

interpolation 

构造的双二次插值 FEM的形函数为 
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利用该形函数，开展单元分析，并将式(5)中的区 

域积分分解为各单元积分之和： 
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计算可得到各项的结果，其中 K1e、K2e、K3e 都为 

对称矩阵。 
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然后，将 K1e、K2e、K3e 扩展成全体节点的单元系 

数矩阵，进行总体合成，可得 

T 
e e 1e 2e 3e e 

1 
( ) ( ) ( ) 

2 
F F = = − + = ∑ ∑ u u u K K K u 

( ) T T 
1e 2e 3e e 

1 1 
2 2 

− + = = ∑ u K K K u u K u 

T 
e 

1 
2 
u K u  (11) 

令式(11)中  F(u)=0，将上边界条件代入，求解线 

性方程组即可得到各节点的 u值，在不同模式下分别
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代表  Ez 或  Hz。再利用数值方法求出场值沿地表的偏 

导数∂x/∂y，代入式(12)~(14)中，便可计算视电阻率和 

相位。

对于 TE模式： 
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对于 TM模式： 
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式中：  TE 
a ρ 为视电阻率。 

对于不同模式下的相位： 
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2  最小二乘正则化约束联合反演 

MT 反演问题通常是不适定的，反演所得到的结 

果具有非唯一性。 为此引入 Tikhonov正则化思想来改 

善解的稳定性和非唯一性的问题。首先，将 MT 二维 

正演问题通常描述为 

( ) A = m d m  (15) 

式中：A 是一个正演算子，通常是非线性的，m 是模 

型参数矢量，d m 是一个模型响应(预测数据)向量，引 

入正则化方法后可写出目标函数为 

( ) ( ) ( ) P s α ϕ α = + m m m  (16) 

式中：  ) (m α P  是总目标函数；α 是正则化因子；φ(m) 
是实测数据与预测数据差的平方和， 即数据目标函数； 
s(m)是模型约束函数。反演过程中采用最光滑约束模 

型，可将大地电磁反演问题总目标函数写为 

[ ] 2  2 2 
d m 0 ( ) ( ) ( ) P d A λ = − + − m W m W m m  (17) 

式中：Wd 是观测数据的权系数矩阵，Wm 是光滑度矩 

阵，m0 是先验模型。 

可将基于先验模型的最光滑约束最小二乘正则化 

反演的迭代更新公式写为 

1 k k + = + ∆ m m m  (18) 

式中：m k 是模型的第 k次迭代结果。 

如设 J k 是 Jacob灵敏度矩阵，则数据更新公式为 
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Jacob灵敏度矩阵的计算也是非常重要的内容， 可 

参阅文献[22−23]。为了实现 TE 与 TM 两种极化模式 

混合反演，可以将模型参数 m表示为 

1,1 , , ( , , , , ) i j M N m ρ ρ ρ = L L  (20) 

式中：  , i j ρ 表示的是第 i层第 j个网格单元的电阻率， 
M是网格层数，N水平网格数目。 

对于 TE 和 TM 模式的数据目标函数可对视电阻 

率与阻抗相位进行同时拟合，其表达式为 
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式中：Nx 为测点数，NT 为周期个数，  ij a, ρ 为实测视电 

阻率，  ij c, ρ 为模型响应视电阻率，  ij a, φ 为实测阻抗相 

位，  ij c, φ 为模型响应的阻抗相位。 

3  反演计算实例 

3.1  高、低阻异常体模型 

二维高、低阻异常体地电模型如图 2所示，左侧 

为矩状低阻异常体，其电阻率值为 10 Ω∙m，矩状异常 

体左上与右下两对角点坐标分别为(x=1.5  km，z=1.0 
km)，(x=3.0 km，z=3.0 km)。右侧为矩状高阻异常体， 

其大小与左侧一致，电阻率值为 1.0 kΩ∙m，两对角点 

图 2  高、低阻异常体地电模型 

Fig. 2  Sketch map of high­ohmic resistor and low­drag body 

geoelectric model
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坐标分别为(x=6.0  km，z=1.0  km)，(x=7.5  km，z=3.0 
km)。围岩电阻率值为 100  Ω∙m。采用 11个记录频点 
(10 −2 ~10 2 Hz)。 

对 TE模式的响应数据反演迭代 10次，其数据拟 

合差为 0.011 44，对 TM模式的响应数据反演迭代 10 
次，其数据拟合差为  0.009  74，反演计算收敛。图 3 
所示为 TE模式、TM模式、TE&TM联合模式的反演 

结果图。再与真实模型对比，两种极化模式下的反演 

结果都可以大致确定低阻异常体的位置、大小，且在 

反演的数值上低阻异常体的电阻率与真实值基本接 

近。但是。再对比图 3(a)与(b)可知，对于高阻异常体 

而言，高阻体的大小、深度两反演图上与模型中仍存 

在偏差，而且 TE模式与 TM模式的差异较大，TE模 

式对高阻异常体的分辨率较 TM 模式差，TM 模式对 

高阻异常体有较高的分辨能力。总体来看，TE模式在 

纵向上具有较高的分辨率，TM 模式在横向上有较高 

的分辨率，因此，为了统分利用好两种极化模式的优 

点，开展了 TE 模式与 TM 模式下的响应数据联合反 

演，其反演结果如图 3(c)所示，对比图 3 中的反演结 

果，联合反演的结果明显优于单一模式的反演结果， 

高低阻异常体的形态、大小、位置能得到更加真实的 

反映。 

图 3  高低阻异常体二维反演剖面图：(a) TE模式；(b)TM模式；(c) TE&TM联合模式 

Fig. 3  2D inversion profiles of high­ohmic resistor and low­drag body model: (a) TE mode; (b) TM mode; (c) TE&TM joint mode
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3.2  Sasaik 地电模型 

图 4所示为 Sasaki地电模型。由图 4可看出，均 

匀半空间的电阻率值为 50 Ω∙m，其中包含 3个低阻异 

常体，其电阻率值分别为 5、5和 10  Ω∙m，并有一个 

高阻体，其电阻率值为  100  Ω∙m。采用的测点数为 9 
个，点距为 2.0 km，选用 9个记录频点为 0.1、0.22、 
0.5、1、2.2、5、10、22和 50 Hz。分别采用 TE极化 

模式和 TM 极化模式正演模拟所得的响应数据进行二 

维反演模拟。 

反演迭代结果如图 5所示，TE、TM、TE&TM联 

合反演结果均能展现出模型的电性结构特征，反演的 

图 4  Sasaki地电模型 

Fig. 4  Sketch map of Sasaki geoelectric model 

图 5  Sasaki模型二维反演剖面图：(a) TE模式反演图；(b) TM模式反演图；(c) TE&TM联合反演图 

Fig. 5  2D inversion profiles of Sasaki model: (a) TE mode; (b) TM mode; (c) TE&TM joint mode
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效果比较明显，各低阻异常体的大小、位置基本得到 

了较好的反映，且反演所得的电阻率与真实值基本接 

近；而 TE&TM 联合反演对高阻异常体的大小、深度 

的反映较单一 TE、TM模式稍好。 

4  结论 

1)  应用基于矩形剖分、双二次插值的有限单元 

法，能够对二维 MT 进行快速高精度正演，反演结果 

证明正演程序的正确性。 
2)  将最小二乘正则化约束反演算法对均匀半空 

间中高低阻模型、Sasaki 模型进行正反演计算，获得 
TE 模式、TM模式、TE&TM联合反演剖面图，将这 

些反演结果与模型对比，说明了反演方法的有效性和 

可行性。 
3) 反演结果表明：TE 模式具有较好的纵向分辨 

率，TM模式具有较好的横向分辨力，TE与 TM极化 

模式都对低阻异常体都具有较好的分辨能力。 相比 TE 
极化模式，TM 极化模式对高阻异常体的具有更强的 

分辨能力，而 TE&TM 联合反演模式又较单一模式的 

反演分辨率更高、效果更好。 
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