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频率域可控源电磁法 2.5D 正反演 
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摘 要：CSEM 有 MT 不可比拟的优势，得到国内外学者多年的大力发展，但是，其数据处理水平尚停留在 1D 
和 2D 近似解释阶段。2.5D 相对来说更加符合实际情况(3D)，要想进一步发展该方法，必须开展 CSEM  2.5D 或 
3D正演和反演研究。采用有限元法实现了 CSEM 2.5D正演模拟，在验证其代码有效的前提下，计算了水平地形 

和地堑地形的电磁场响应。采用共轭梯度法实现了对场值直接进行反演的算法。从试算低阻和高阻模型的结果可 

知，反演算法精度高，计算速度快，初步达到了实用化的程度。 
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2.5D forward and inversion of CSEM in frequency domain 
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Abstract: CSEM is superior to MT to some extent. Plenty of scholars all over the world are developing this exploration 
method, while the level of processing CSEM data is still staying on 1D and 2D approximate inversion approaches. 2.5D 
modeling can better simulate the true earth than the 1D and 2D modeling. In order to enhance application of this method, 
2.5D or 3D forward and inversion algorithm should be developed. Adopting the finite element method represents CSEM 
2.5D modeling. After evaluating the accuracy of the forward code, the electromagnetic responses of one horizontal model 
and  one  topography  model  were  calculated.  Finally,  the  conjugate  gradient  method  was  used  to  complete  the  field 
inversion algorithm. From the outcomes of response inversion,  this inversion approach not only has high precision, but 
also has a very fast calculation speed. So the inversion code can be used into production. 
Key words: CSEM; 2.5D; forward; inversion; conjugate gradient 

频率域可控源电磁法实现了高效、高精度数据采 

集。在数据解释处理方面已经有了一定的发展，但主 

要局限于一维和二维近似反演。一维和二维近似反演 

方法可以解决一些问题，但是野外实际地下介质分布 

情况很复杂，2.5维相对这两种情况来说，与野外实际 

情况更加吻合。针对该问题，国内外学者做了大量工 

作。 
UNSWORTH 等 [1] 用二次场算法实现了可控源频 

率域电磁法的 2.5D正演模拟， 并采用无限元边界提高 

了算法的效率。 MITSUHATA等 [2−3] 用总场算法实现了 

可控源频率域电磁法的 2.5D正演模拟， 采用伪 δ 函数 

代替了源的影响，避免了二次场算法中有地形时一次 

场很难求取的问题，利用等参有限元技术解决了带地 

形问题，并在磁性源基础上研究了 2.5D反演方法，取 

得了很好的效果。LI等 [4−7] 实现了海洋电磁 2.5D自适 

应有限元正演模拟，剖分用非结构化三角网格，采用 

预置条件共轭梯度法和准最小残差法解方程，并讨论 

了电导率各项异性时的电磁响应，实例说明了算法的 

有效性。 LU等 [8] 采用二次场算法进行 CSAMT 2.5D正 

演模拟，然后在此基础上，用快速松弛法实现了 
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CSAMT 2.5D反演。LEE和MORRISON [9] 采用二次场 

算法，实现了频率域电磁法 2.5D有限元正演模拟，其 

控制方程用电磁波能量的原理进行推导。 

孟永良和罗延钟 [10] 用总场算法进行了  CSAMT 
2.5D正演研究。陈金窗和戴光明 [11] 介绍了如何建立网 

络并行计算环境，并在该环境上实现了 2.5D CSAMT 

正演程序的并行试算。陈小斌和胡文宝 [12] 采用线源有 

限元直接迭代算法， 方便地消去了矩形单元中的节点， 

将线性方程组的阶数大大减小。底青云和孙文博 [13−15] 

研究了 2.5D有限元 CSAMT数值模拟和反演成像。 沈 

金松等 [16] 用有限元法实现了任意偶极子源下频率域 

电磁法  2.5D 数值模拟。赵广茂 [17] 利用基于有限元的 

双二次插值基函数和  GALERKIN 法实现了起伏地表 

条件下电偶源的复电阻率 2.5维正演模拟。 胡清龙等 [18] 

用有限差分法实现了 VMD源频率域 2.5D正演模拟。 

虽然研究结果很多，但尚未出现实用化的结果。 

本文作者利用有限元实现 2.5D正演模拟， 采用了双二 

次插值单元、吸收边界等技术。用均匀全空间模型验 

证代码有效性后，进行了正演试算。在此基础上，采 

用共轭梯度实现了反演算法，从算例结果看，反演计 

算速度快，精度高，初步达到了实用化程度。 

1  正演理论 

1.1  有源MAXWELL方程组 

频率域  MAXWELL 方程在有源区域用如下表达 

式 [2] ： 

s ˆ  ˆ z z ∇× = − − E H M  (1) 

s ˆ y ∇× = + H E J  (2) 

式中：E代表电场，H代表磁场，Ms 代表源磁极化强 

度，Js  代表源电流密度，  ˆ z =  iωµ表示阻抗率， 
ˆ  i y εω σ = + 表示导纳率。针对电性源，Ms 项为零。 

1.2  2.5D问题 

将式(1)和(2)改写为分量形式，对 y作一维傅里叶 

变换，变换式为 

i ˆ ( , , , ) ( , , , )e d y k y 
y F x k z F x y z y ω ω 

∞ − 

−∞ 
= ∫  (3) 

式中：(x,  y,  z)表示空间域坐标，ω为角频率，ky 为波 

数， F ˆ 表示波数域值，F表示空间域值，得 

s, 

ˆ 
ˆ  ˆ  ˆ ˆ  ˆ i  y 

y z x x 
E 

k E zH zM 
z 

∂ 
− = − − 

∂ 
(4) 

s, 

ˆ  ˆ 
ˆ  ˆ ˆ  ˆ x  z 
y y 

E  E  zH zM 
z x 

∂ ∂ 
− = − − 

∂ ∂ 
(5) 

s, 

ˆ 
ˆ  ˆ  ˆ ˆ  ˆ i y 

y x z z 
E 

k E zH zM 
x 

∂ 
− = − − 

∂ 
(6) 

s, 

ˆ 
ˆ  ˆ  ˆ ˆ i  y 

y z x x 
H 

k H yE J 
z 

∂ 
− = + 

∂ 
(7) 

s, 

ˆ  ˆ 
ˆ  ˆ ˆ x  z 
y y 

H  H  yE J 
z x 

∂ ∂ 
− = + 

∂ ∂ 
(8) 

s, 

ˆ 
ˆ  ˆ  ˆ ˆ i y 

y x z z 
H 

k H yE J 
x 

∂ 
− = + 

∂ 
(9) 

联立式(6)和(7)，以及式(4)和(9)，令  2  ˆ ˆ k zy = − ， 
2 2 2 
e y k k k = − ，可得 

s, s, 2 

ˆ  ˆ 1 ˆ  ˆ  ˆ ˆ  ˆ  ˆ ( i i ) y y 
x y x y z 

e 

E H 
E k z zJ k zM 

x z k 

∂ ∂ 
= − − − − 

∂ ∂ 
(10) 

s, s, 2 

ˆ  ˆ 1 ˆ  ˆ  ˆ ˆ  ˆ  ˆ ( i i ) y y 
z y z y x 

e 

E H 
E k z zJ k zM 

z x k 

∂ ∂ 
= − + − + 

∂ ∂ 
(11) 

2 
s, s, 2 

ˆ  ˆ 1 ˆ  ˆ  ˆ ˆ ( i i ) y y 
x y x y z 

e 

H E 
H k y k M k J 

x z k 

∂ ∂ 
= − + + + 

∂ ∂ 
(12) 

2 
s, s, 2 

ˆ  ˆ 1 ˆ  ˆ  ˆ ˆ ( i i ) y y 
z y z y x 

e 

H E 
H k y k M k J 

z x k 

∂ ∂ 
= − − + − 

∂ ∂ 
(13) 

将式(12)和(13)代入式(8)，得 

2 2 

ˆ  ˆ ˆ  ˆ  ˆ ˆ y y 
y 

e e 

E E y y  yE 
x x z z k k 

    ∂ ∂ ∂ ∂     + − + 
    ∂ ∂ ∂ ∂     

2 2 

s, s, s, 2 2 

ˆ  ˆ 1 1 i 

1 1 ˆ  ˆ  ˆ i 

y y 
y 

e e 

y y x z 
e e 

H H 
k 

x z z x k k 

J k J J 
x z k k 

  ∂ ∂     ∂ ∂ 
− =           ∂ ∂ ∂ ∂         

      ∂ ∂ 
− + +           ∂ ∂         
2 2 

s, s, 2 2 
ˆ  ˆ 

z x 
e e 

k k M M 
x z k k 

    ∂ ∂ 
−         ∂ ∂     

(14) 

同理，将式(10)和(11)代入式(5)，得 

2 2 

ˆ  ˆ ˆ  ˆ  ˆ ˆ y y 
y 

e e 

H H z z  zH 
x x z z k k 

    ∂ ∂ ∂ ∂     + − + 
    ∂ ∂ ∂ ∂    
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2 2 

s, s, s, 2 2 

ˆ  ˆ 1 1 i 

ˆ  ˆ ˆ  ˆ  ˆ ˆ  i 

y y 
y 

e e 

y y x z 
e e 

E E 
k 

x z z x k k 

z z zM k M M 
x z k k 

  ∂ ∂     ∂ ∂ 
− + =           ∂ ∂ ∂ ∂         

      ∂ ∂ 
− + +           ∂ ∂         

s, s, 2 2 
ˆ  ˆ ˆ  ˆ 

z x 
e e 

z z J J 
x z k k 

    ∂ ∂ 
−         ∂ ∂     

(15) 

至此，得到式(14)和(15)两个由  y E ˆ  和  y H ˆ  控制的 

耦合方程组。解出  y E ˆ  和  y H ˆ  后，波数域其余各分量可 

由式(10)~(13)得出。 

1.3  有限元方程 

利用  GALERKIN  加权余量法导出控制式(14)和 

(15)的有限元方程。 

由式(14)可得电场控制方程的余量 R E 为 

2 2 

ˆ  ˆ ˆ  ˆ  ˆ ˆ y y E 
y 

e e 

E E y y R yE 
x x z z k k 

    ∂ ∂ ∂ ∂     = + − + 
    ∂ ∂ ∂ ∂     

s, 2 2 

2 

s, s, s, 2 2 2 

ˆ  ˆ 1 1  ˆ i 

1 1 ˆ  ˆ  ˆ i 

y y 
y y 

e e 

y x z z 
e e e 

H H 
k J 

x z z x k k 

k k J J M 
x z x k k k 

  ∂ ∂     ∂ ∂ 
− − +           ∂ ∂ ∂ ∂         

        ∂ ∂ ∂ 
+ − +               ∂ ∂ ∂           

2 

s, 2 
ˆ 

x 
e 

k  M 
z  k 

  ∂ 
    ∂   

(16) 

选择形函数 Ni 作为权函数，使得余量 R E 在整个 

积分区域上的加权积分为零， 

1 
d d d d 0 

e 

e 

N 
E E 

i i D 
e 

N R x z N R x z 
Ω 

= 
= = ∑ ∫∫ ∫∫  (17) 

式中：Ω表示求解区域，De 表示第 e个单元，Ne 表示 

单元个数。 

将式(16)代入式(17)，得 

2 

ˆ ˆ 
d d d d 

e e 

y E 
i i D D 

e 

E y N R x z N x z 
x x k 

  ∂ ∂   = + 
  ∂ ∂   

∫∫ ∫∫ 

2 

2 

s 2 

ˆ ˆ  ˆ ˆ d d d d 

ˆ 1 
i d d 

ˆ 1  ˆ i d d d d 

e e 

e 

e e 

y 
i i y D D 

e 

y 
y i D 

e 

y 
y i i y D D 

e 

E y N x z N yE x z 
z z k 

H 
k N x z 

x z k 

H 
k N x z N J x z 

z x k 

  ∂ ∂   − + 
  ∂ ∂   

∂   ∂ 
−     ∂ ∂   

∂   ∂ 
− +     ∂ ∂   

∫∫ ∫∫ 

∫∫ 

∫∫ ∫∫ 

s, 2 

s, 2 

1  ˆ i d d 

1  ˆ i d d 

e 

e 

y i x D 
e 

y i z D 
e 

k N J x z 
x  k 

k N J x z 
z  k 

  ∂ 
+     ∂   

  ∂ 
−     ∂   

∫∫ 

∫∫ 
2 2 

s, s, 2 2 
ˆ  ˆ d d d d 

e e 
i z i x D D 

e e 

k k N M x z N M x z 
x z k k 

    ∂ ∂ 
+         ∂ ∂     

∫∫ ∫∫ 
(18) 

利用 GREEN公式， 

d d d d d 
e e e 

x D D D 
x z x z n l 

x x 
ϕ φ φ ϕ φϕ 

∂ 

∂ ∂ 
= − + 

∂ ∂ ∫∫ ∫∫ ∫  (19) 

式中：nx 为边界外法线的方向余弦。对式(18)逐项作 

分部积分，令余项在区域的加权积分为零，得 

2 2 
1 

ˆ  ˆ ˆ  ˆ  ˆ ˆ 
e 

e 

N  e e 
y y  e i i 

i y D 
e  e e 

E E N N y y  N yE 
x x z z k k = 

     ∂ ∂ ∂ ∂      + + +      ∂ ∂ ∂ ∂       
∑∫∫ 

2 

s s, s, 2 
1 

2 

s, s, 2 

ˆ  ˆ i 
d d 

i ˆ  ˆ  ˆ 

ˆ  ˆ  d d 

e 

e 

e e 
y y y i i 

e 

N  e e 
y e  i i 

i y x z D 
e  e 

e e 
i i 

x z 
e 

k H H N N 
x z 

x z z x k 

k  N N 
N J J J 

x z k 

N N k  M M x z 
z x k 

= 

   ∂ ∂ ∂ ∂    − =    ∂ ∂ ∂ ∂    
   ∂ ∂  − + + +      ∂ ∂     

   ∂ ∂  − +     ∂ ∂    

∑∫∫ 

1 

ˆ  d 
e 

e 

N 
e 
i l D 

e 
N H l 

∂ 
= 

∑∫  (20) 

由式(15)可得磁场控制方程的余量： 

2 2 

ˆ  ˆ ˆ  ˆ  ˆ ˆ y y H 
y 

e e 

H H z z R zH 
x x z z k k 

    ∂ ∂ ∂ ∂     = + − + 
    ∂ ∂ ∂ ∂     

s, 2 2 

s, s, s, 2 2 2 

ˆ  ˆ 1 1  ˆ ˆ i 

ˆ  ˆ  ˆ ˆ  ˆ  ˆ i 

y y 
y y 

e e 

y x z z 
e e e 

E E 
k zM 

x z z x k k 

z z z k M M J 
x z x k k k 

  ∂ ∂     ∂ ∂ 
− + − +           ∂ ∂ ∂ ∂         

        ∂ ∂ ∂ 
+ − +               ∂ ∂ ∂           

s, 2 
ˆ  ˆ 

x 
e 

z  J 
z  k 

  ∂ 
    ∂   

(21) 

同上，用 GREEN公式(19)，对式(21)逐项作分部 

积分，令余项在区域的加权积分为零，得 

2 2 
1 

ˆ  ˆ ˆ  ˆ  ˆ ˆ 
e 

e 

N  e e 
y y  e i i 

i y D 
e  e e 

H H N N z z  N zH 
x x z z k k = 

     ∂ ∂ ∂ ∂      + + +      ∂ ∂ ∂ ∂       
∑∫∫ 

2 

ˆ  ˆ i 
d d 

e e 
y y y i i 

e 

k E E N N 
x z 

x z z x k 

   ∂ ∂ ∂ ∂    − + =    ∂ ∂ ∂ ∂    

○ 

○
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{  s, s, s, 2 
1 

ˆ i ˆ  ˆ  ˆ 
e 

e 

N  e e 
y e  i i 

i y x z D 
e  e 

k z  N N N M M M 
x z k = 

  ∂ ∂ 
− + + +     ∂ ∂   
∑∫∫ 

s, s, 2 
1 

ˆ  ˆ  ˆ  ˆ d d d 
e 

e 

N e e 
e i i 

x z i l D 
e e 

N N z  J J x z N E l 
z x k ∂ 

= 

   ∂ ∂  − −     ∂ ∂    
∑∫ 

(22) 

那么，式(20)和(22)即为有限元方程组。 

1.4  单元积分 

为了提高数值模拟精度，考虑物性突变和连续变 

化的实际情况，采用单元内物性和场值都二次连续变 

化这一复杂情况的单元积分。 
1.4.1  插值函数及其偏导数 

在三角形单元内(如图 1所示)， 假定场值 u是随 x， 
z二次变化的， 

2 2 ( , ) u x z ax bxz cz dx ez f = + + + + +  (23) 

式中：a，b，c，d，e，f 表示系数。将 u 表示为二次 

插值函数， 

i i j j m m p p q q r r u N u N u N u N u N u N u = + + + + +  (24) 

式中：ui，…，ur 是函数值；Ni，…，Nr 是形函数，它 

们与面积坐标的关系是 

(2 1) 
(2 1) 

(2 1) 
4 

4 

4 

i i i 

j j j 

m m m 

p j m 

q m i 

r i j 

N L L 
N L L 

N L L 
N L L 

N L L 

N L L 

= −  
 = −  
 = −  
 =  
 = 
 
 =  

(25) 

图 1  三角形单元 

Fig. 1  Triangular element 

( ) 
( , ) 

2 
i i i i 

i 
a x b z c 

L x z 
∆ 
∆ ∆ 

+ + 
= =  (26) 

( ) 
( , ) 

2 
j j j j 

j 
a x b z c 

L x z 
∆ 
∆ ∆ 

+ + 
= =  (27) 

( ) 
( , ) 

2 
m m m m 

m 
a x b z c 

L x z 
∆ 
∆ ∆ 

+ + 
= =  (28) 

1 
( ) 

2  j i i j a b a b ∆ = −  (29) 

式中：ai，…，bi，…，cm 是只与顶点坐标有关的常数， 

因此 Li、Lj 和 Lm 是 x、z 的线性函数。显然，这些形 

函数是 x、z的二次函数，所以式(24)中的 u也是 x、z 
的二次函数。 

T  ( , , , , , ) i j m p q r N N N N N N = N  (30) 

由复合函数求导法则，有 

T 

, , , , j q i  r N N N  N 
x x x x x 

∂ ∂   ∂ ∂ ∂   =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

N 
L  (31) 

由 

j k k i k k m 

i j m 

L N N L N N L 
x L x L x L x 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
= + + 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 

(k=i,  j,  m,  p,  q,  r)  (32) 

得 

(4 1) 
2 

(4 1) 
2 

(4 1) 
2 

4 
( ) 

2 
4 
( ) 

2 
4 
( ) 

2 

i i 
i 

j j 
j 

m m 
m 

p 
j m m j 

q 
m i i m 

r 
i j j i 

N b 
L 

x 
N b 

L 
x 
N b 

L 
x
N 

L b L b 
x 
N 

L b L b 
x 
N 

L b L b 
x 

∆ 

∆ 

∆ 

∆ 

∆ 

∆ 

∂  = −  ∂  
∂  

= −  ∂  
∂  = −  ∂  

 ∂ = +  ∂ 
 ∂ = +  ∂ 
 ∂ = + 
 ∂  

(33) 

同理可得 
T 

z 
∂   

  ∂   
N 

。 

1.4.2  积分转换 

因为 Li、Lj、Lm 是 x、z的线性函数，所以一般说 

来，x、z也可表示成 Li、Lj、Lm 的线性函数： 

○
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i i j j m m 

i i j j m m 

x L L L 

z L L L 

α α α 

β β β 

= + +   
 = + +   

(34) 

式中：αi、αj、αm、βi、βj、βm 是待定系数。根据 L 函 

数的特征，式(34)变成 

( ) ( ) 

( ) ( ) 
i m i j m j m 

i m i j m j m 

x x x L x x L x 

z z z L z z L z 

= − + − +   
 = − + − +   

(35) 

求偏导得 

i m 
i 

j m 
j 

i m 
i 

j m 
j 

x  x x 
L 
x  x x 
L 

z  z z 
L 
z  z z 
L 

∂  = −  ∂ 
 ∂ 

= −  ∂ 
 ∂  = − 
∂
 

∂  = −  ∂ 

(36) 

根据二重积分的换元法则，有 

d d d d 2 d d i j 
i j i j 

i j 

x x 
L L 

x z L L L L 
z z 
L L 

∆ 

∂ ∂ 
∂ ∂ 

= = 
∂ ∂ 
∂ ∂ 

(37) 

式中：Δ是三角形的面积。 

可以证明有如下的单元积分公式： 

1  1 

0  0 
d d 2 (1 ) d d i L a b c a b c 

i j m i j i j i j L L L x y L L L L L L 
∆ 

∆ 
− 

= − − ∫∫ ∫ ∫ 
(38) 

逐个对单元进行单元分析，可以形成大型稀疏的 

系数矩阵。在单元分析过程中，可以根据单元和节点 

的位置，将非零元素按照压缩存储的方式保存。这样 

可以大大减小计算机内存的占用，进而可以有效提高 

计算速度。文中下边界采用吸收边界，推导过程参考 

文献[19]。 

1.5  源项处理 
2.5D问题的源在数学上用 δ(x, y, z)函数表示，但 

实际电磁勘探使用有限长导线源。有限长导线源产生 

的场不能近似地当作偶极子的场，只有当观测点距载 

流导线中心的距离不小于导线长度的 10倍时， 它的场 

才能用偶极子场近似。本文作者研究两种源的加载： 

沿 x 方向的有限长导线源 Idx 和沿构造走向的有限长 

导线源 Idy。 
1.5.1  沿 x方向的有限长线电流源 Idx 

当只考虑沿 x 方向的有限长线电流源 Idx 时，电 

场方程(20)的源项化简为 

s, 2 
1 

i  ˆ  d d 
e 

e 

N 
y 

x D 
e  e 

k  N J x z 
x k = 

∂ 
− 

∂ ∑∫∫  (39) 

磁场方程(22)的源项化简为 

s, 2 
1 

ˆ  ˆ  d d 
e 

e 

N 

x D 
e  e 

z N J x z 
z k = 

∂ 
− 

∂ ∑∫∫  (40) 

置于坐标原点的 x 方向电偶极(长度为 Δs 的小电 

流元)的电流密度 [20] 经 y方向的波数域变换，可得 

s, 
ˆ  / 

2 2 x 
s s J I s u x u x s 

∞ 

−∞ 

   ∆ ∆      = ∆ + − − ∆ ⋅                 
∫ 

i ( ) ( )e d ( ) 
2 2 

y k y  s s y z y I u x u x z δ δ δ −  ∆ ∆      = + − −             
(41) 

1.5.2  沿构造走向的有限长线电流源 Idy 
当只考虑沿构造走向的有限长线电流源  Idy 时， 

电场方程(20)的源项化简为 

s, 
1 

ˆ  d d 
e 

e 

N 
e 
i y D 

e 
N J x z 

= 
−∑∫∫  (42) 

磁场方程(22)的源项为零。 

置于坐标原点的 y 方向电偶极(长度为 Δs 的小电 

流元)中的电流密度经 y方向的波数域变换，可得 

s, 
ˆ  / 

2 2 y 
s s J I s u y u y s 

∞ 

−∞ 

   ∆ ∆      = ∆ + − − ∆ ⋅                 
∫ 

i 
2sin 

2 ( ) ( )e d ( ) ( ) y 
y 

k y 

y 

s k 
x z y I x z 

k 
δ δ δ δ − 

∆   
  
  = 

(43) 

这样对存在源的单元进行逐一分析后，源项加载 

完成。到这里，需要求解的正演方程组就建立了。左 

端是系数矩阵和待求场值，右端是源项。然后求解这 

个大型稀疏线性方程组，得到波数域中的场值。求解 

采用已有的求解器，如 Superlu4.0、  Pardiso等。当从 

有限元方程(20)和(22)解得节点上的  y E ˆ  和  y H ˆ  后，可 

通过式(10)~(13)求得波数域电磁场的其余分量。考虑 

到源的分布和测量区域距离源较远，方程(10)~(13)可 

舍去源项。
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1.6  波数选取 

波数选取在  2.5D 数值模拟中占有至关重要的地 

位。国内学者均针对这一问题做了大量研究 [16, 21−23] 。 

波数直接关系着 2.5D正演计算速度和计算精度。 对每 

一个波数 ky 都要进行一次正演，波数选取过多，显然 

会增大计算量；而波数选取不足将导致逆  FOURIER 
变换求取的空间域场值不准确。 

频率域电磁响应的一次场占主导，总场的特征基 

本由一次场体现。研究均匀全空间中电偶极子场的波 

数域特征，分析得出一套确定波数范围、选取波数采 

样的方法，文中的数值计算验证了其有效性。 

1.7  空间域的解 

当求得足够多波数域的解后，就可通过傅立叶反 

变换求空间域的解： 

i 1  ˆ ( , , , ) ( , , , )e d 
2π 

y k y 
y y F x y z F x k z k ω ω 

∞ 

−∞ 
= ∫  (44) 

式中：  ˆ ( , , , ) y F x k z ω 表示波数域中的电场和磁场， 
( , , , ) F x y z ω 表示空间域中的电场和磁场。无穷积分可 

以采用三次样条插值算法求取。 

2  反演理论 

2.1  共轭梯度法 

反演算法中，共轭梯度法是普遍被人们接受的迭 

代算法之一。其基本思想是把共轭性与最速下降法相 

结合，利用已知点处的梯度构造一组共轭方向，沿着 

这些方向而不是负梯度方向去搜索目标函数的极小 

值。 根据共轭方向的性质， 该方法具有二次终止性 [24] 。 

当系数矩阵对称正定时，共轭梯度法归结为求解二次 

函数的最优化问题，20 世纪  70 年代  FLETCHER 和 
REEVES 将这种方法应用到非线性问题的求解中，得 

到了求一般函数极小值的共轭梯度法。 

根据正演数据和实测数据以及模型约束条件建立 

目标函数。反问题的目的是求取目标函数的极小值。 

根据最小二乘原理，针对场值直接进行反演的目标函 

数为 

T * 1 
( )= ( ( )) ( ( )) 

2 
C F F − − m d m d m  (45) 

式中：d为观测数据，这里认为是电(磁)场值，通常对 

场值取对数值，F(m)是正演函数，*表示共轭。 

由于 F(m)是非线性的， 利用泰勒级数展开公式对 

其进行线性化处理，可得 F(m)的泰勒公式，忽略高阶 

项，则上述目标函数变为 

T * 1 
( )= ( ) ( ) 

2 
C ∆ ∆ − ∆ ∆ − ∆ m d G m d G m  (46) 

式中：Δd是观测场值与正演理论值的残差向量，G是 

偏导数矩阵。 

为了解目标函数极小值的最优化问题， 取∂C(Δm)/ 
∂Δm=0，便得到反演线性方程组： 

T * T * = ∆ ∆ G G m G d  (47) 

解式(47)得到∆m，值得注意的是，模型修改量是 

对数值，对初始模型m0 修改后，做正演，将其结果与 

观测数据进行拟合，如果拟合误差达到要求，则迭代 

终止，否则重复进行上述步骤，直到拟合误差满足终 

止条件为止。 

2.2  算法流程 
1) 给出初始模型m0 

2) 计算观测数据与正演理论值的残差， 

0 ∆ = − d d d  (48) 

3) 计算方程右端项， 

T * ∆ G d  (49) 

4) 设置初始值， 

0  0 k ∆ = m  ， 0 T * =  k = ∆ r G d g  ，  0 0 = p r  (50) 

5) 经线性搜索得出最佳步长， 

T 

T 
k k 

k 
k k 

t = 
g g 
p Hp 

(51) 

6)  修改模型，  1 k k k k t + ∆ = ∆ + m m p  ，共轭梯度迭 

代开始， 

T 
k k λ = + Hp G y p  ，  * = y G p  (52) 

7) 修改梯度 

1 k k k k t + = + g g Hp  (53) 

8) 构造搜索方向，把下次迭代的方向表示成 gk+1 
与 pk 的线性组合方式，可迭代求出 pk+1， 

1 1 k k k k β + + = − + p g p  (54) 

其中，当 k=1时 βk−1=0；当 k＞0时，根据共轭性质得 

T 
1 1 
T 

k k 
k 

k k 
β + + = 

g g 
g g 

(56)
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9) 返回第 5)步再次循环， 直到满足内循环终止条 

件，修改模型， 

1 1 e k k 
∆ 

+ + =  m m m  (57) 

10) 返回到第 2)步再次迭代直到满足收敛标准， 

输出最终模型 maccepted。 

从上述反演流程可以看出，反演算法只需要求解 

形如 G T y与 G * x两个参数偏导数，求解过程可参考文 

献[25]。 

3  模型算例 

3.1  正演算例 
3.1.1  验证算法有效性 

为了验证正演算法的有效性，取均匀介质，沿  x 
方向的有限长导线源位于坐标原点进行模拟，与此同 

时用解析方式计算均匀空间的场值分布，然后对比二 

者的计算结果。取 f=10 Hz，ρ=10 Ω∙m，ε= 8.854×10 −12 

F/m，µ = 4π×10 −7 H/m，I=10 A，dl=25 m。 

图 2 所示为主剖面上有限元求解的磁场水平分量 
Hy 的幅值和磁场水平分量  Hy 的解析解幅值。将二者 

重叠绘图，从图形可以看出有限元计算出的磁场水平 

分量 Hy 的幅值与均匀介质解析解基本一致， 尤其是离 

边界远的区域，二者完全重合，但在外边界交汇处有 

较为明显的误差，这说明有限元代码的有效性，从而 

保证了后续工作的正确性。 
3.1.2  半空间模型 

采用均匀半空间模型，沿 x 方向的有限长导线源 

图 2  解析解与吸收边界数值解对比 

Fig.  2  Contrast  between  analytical  solution  and  numerical 

solution with absorbed boundary condition 

位于坐标原点。f  =100  Hz，空气中电阻率 ρ1=1×10 6 

Ω∙m，地下电阻率 ρ2=10 Ω∙m，其余参数与上述一致。 

网格剖分规则是水平方向中间均匀， 两边网格间距 1.2 
倍变大，纵向方向随深度增大，网格间距增大。 

从图 3和图 4 可以看出，电磁场在空气中明显比 

在地下衰减得慢，下边界处场值已经衰减到很小，上 

边界处依旧有较强的场。地下场的衰减规律也与实际 

情况相符合，在源处场值最大，然后随着远离源，场 

值逐渐减小。另外值得注意的是，主剖面上的 Hy 值在 

源左右并未出现假异常， 而图 4中 Hy 的假异常推测是 

由于计算旁测线场值带入的误差。 

图 3  模型 1示意图(a)与主剖面 lg(abs(Hy))分布(b) 

Fig. 3  Model 1 diagram (a) and lg(abs(Hy)) distribution in main plot (b)
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3.1.3  地堑模型 

该模型考虑了地形影响，沿 x 方向的有限长导线 

源位于坐标原点。除此外，所采用参数与半空间模型 

中的完全一致。 

图 5 和图 6所示为地堑地形的场值模拟。虽然其 

响应形态与无地形的响应形态相似，但比较二者可以 

发现，地形影响确实存在。尤其从图 5可以看出，主 

剖面上的 Hy 响应很清晰地勾画出了地形的形态。 比较 

图 6和图 4中 Hy 的等值线也可以发现， 地形边角有明 

显的散射现象。但是，单从图 6和图 4中 Ey 的等值线 

并不能发现很明显的区别。这一现象说明要多响应联 

合，才能更好地认识地下介质。 

3.2  反演算例 
3.2.1  低阻异常体模型 

高阻围岩中赋存一个低阻异常体， 取 f = 0.4、 0.6、 
1、1.5、2.5、4、6、10、16、25、40、63、100 Hz， 

共 13个频率。ε = 8.854×10 −12 F/m，µ = 4π×10 −7 H/m， 
I = 10 A，dx = 500 m，源置于 x (−5 000 m，0 m)处。 

背景电阻率ρb = 100 Ω∙m，异常电阻率ρa = 10 Ω∙m，异 

常体水平位置为(−1 000 m， 1 000 m)， 垂向位置为(986 
m，1 516 m)，可参见图 7中矩形框位置。异常体剖分 

成 20×18的网格，水平网格均匀，间距为 100  m，垂 

向网格随深度增大网格间距增大。整体正演区域剖分 

成为 220×220个网格， 反演区域只占 190×195个网格， 

图 4  500 m旁侧线 lg(abs(Ey))(a)和 lg(abs(Hy))(b)分布 

Fig. 4  lg(abs(Ey)) (a) and lg(abs(Hy)) (b) distribution in y=500 m plot 

图 5  模型 2示意图(a)与主剖面 lg(abs(Hy))分布(b) 

Fig. 5  Model 2 diagram (a) and lg(abs(Hy)) distribution in main plot (b)
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图 6  500 m旁侧线 lg(abs(Ey))(a)和 lg(abs(Hy))(b)分布 

Fig. 6  lg(abs(Ey)) (a) and lg(abs(Hy)) (b) distribution in y=500 m plot 

图 7  低阻异常体反演结果 

Fig. 7  Inversion result of lower resistivity abnormal body 

也即正演的左、右以及底边界与反演区域的不一致。 

反演范围如图 7中坐标所示。 针对电场直接进行反演， 

反演的数据直接采用正演响应，反演初始模型采用均 

匀半空间模型，电阻率与背景电阻率一致。反演结果 

如图 7所示。 

迭代反演 20 次终止，数据拟合误差为 0.8%，可 

以看出拟合精度很高。 从低阻异常体的反演结果来看， 

背景电导率和异常电导率均被正确反演出来。低阻体 

的横向位置基本正确，但是，垂向位置没有恢复到理 

想状态。反演出来的垂向范围要大于真实异常体的垂 

向分布范围，约是真实范围的 2 倍。一个频率的反演 

时间为 7  min 左右。反演算例所采用的计算机是双路 

工作站，CPU为志强 X5680，主频为 3.33 GHz。 
3.2.2  高阻异常体模型 

低阻围岩中赋存一个高阻异常体， 背景电阻率ρb= 
100 Ω∙m，异常电阻率ρa = 1 000 Ω∙m，异常体位置亦 

可参见图 8中矩形框位置，其他参数与低阻异常体反 

图 8  高阻异常体反演结果 

Fig. 8  Inversion result of higher resistivity abnormal body 

演算例中的一致。异常体和整个反演区域的剖分与前 

述低阻体反演一致。对电场值直接进行反演，反演初 

始模型采用均匀半空间模型，电阻率与背景电阻率一 

致，反演结果如图 8所示。 

迭代反演 5次终止，拟合误差为 0.5%，可以看出 

拟合精度很高。从高阻异常体的反演结果来看，高阻 

体与围岩的相对电阻率属性反演正确，但是，异常体 

电阻率真实值远没有达到。此外，高阻体的横向位置 

和纵向位置均为未正确反映，尤其是垂向位置，范围 

约是真实的 4 倍。这些现象与实际情形吻合，电磁法 

对高阻体的分辨率要低于低阻体。由于收敛快，一个 

频率的反演时间为 2  min左右。可见反演速度完全在 

可接受范围内。 

从两个常见模型的反演结果可以看出，文中所采 

用的反演方法精度高，而且速度快，已经初步达到实 

用化的程度，这将为 CSEM的进一步发展提供技术支 

撑。
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4  结论 

1) 从有源 MAXWELL 方程组出发，利用伽里金 

法推导出了 CSEM 2.5D正演有限元公式。 并对有限元 

系数矩阵和右端源项的集成过程、系数矩阵存储方法 

以及波数选取等重要步骤做了详细的分析。 
2)  推导了针对电磁场场值直接进行反演的共轭 

梯度反演算法，并对存在问题和共轭梯度算法流程做 

了归纳。 
3)  将均匀介质模型的解析解和有限元解进行对 

比，验证了 2.5D正演算法和程序的有效性。在此基础 

上，分别模拟了水平地形和地堑地形的电磁场响应， 

分析了地堑地形对电磁场响应分布的影响特征，据此 

可以消除地形带来的影响。 
4)  均匀半空间中分别赋存低阻异常体和高阻异 

常体的反演算例表明，本文中的共轭梯度反演算法可 

以得到理想的反演效果。算例反映出该反演算法精度 

高，而且反演速度快，反演迭代 20次，甚至几次就可 

以满足反演拟合误差(1%以下)。 
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