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基于随机介质模型的 GPR 无单元法正演模拟 

戴前伟，王洪华 

(中南大学 地球科学与信息物理学院，长沙  410083) 

摘 要：为了更好地模拟探地雷达(GPR)波在地下真实介质中的传播特征，首先采用随机过程的谱分解理论和混 

合型自相关函数理论构造随机介质模型，然后详细介绍无单元法在  GPR 正演模拟中的应用。在此基础上，利用 

无单元法对 2 个典型的随机介质模型进行正演计算，分析随机介质模型中 GPR 波的传播特征，并与均匀介质模 

型进行对比。模拟结果表明：随机介质模型理论能灵活、有效地描述地下实际介质的分布，具有适应性强、使用 

方便、灵活的优点；与均匀介质中 GPR波的传播相比，随机介质中 GPR波的传播由于受到小尺度异常的影响散 

射现象非常强烈，波形发生扭曲；随机介质中异常体产生的反射波形非常粗糙，甚至发生同相轴不连续的现象， 

并且反射波能量较弱， 随机介质模型模拟所得的正演剖面与实测剖面更相符， 更有利于指导雷达剖面的数据解译。 
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Element free method forward modeling of GPR based on 
random medium model 

DAI Qian­wei, WANG Hong­hua 

(School of Geosciences and Info­Physics, Central South University, Changsha 410083, China) 

Abstract: In order to better simulate the propagation characteristics of ground penetrating radar (GPR) waves in the real 
underground medium,  the  random media models were  constructed  according  to  the  theory  of  spectral  factorization  in 

stochastic processes and mixed autocorrelation function. Application of element free method in GPR forward modeling 
was introduced in detail. On this basis,  forward modeling was carried out on two typical random media models by the 

element  free  method  and  the  propagation  characteristics  of  GPR wave  in  random media  models  were  analyzed,  and 
compared with  those  in  homogeneous media models.  The modeling  results  show  that  the  theory  of model  in  random 

media  can  flexibly  and  effectively describe  the  actual underground medium, with  the  advantage of  strong adaptability, 
easiness and flexibility. Compared with the GPR wave propagation in homogeneous medium, GPR wave propagation in 

random  medium  has  strong  scattering  phenomenon  and  the  waveform  is  distorted  due  to  the  impact  of  small­scale 
anomalies;  the  reflection  waveform  generated  by  anomaly  in  random  medium  is  very  rough  and  has  phase  axis 

discontinuous phenomenon and the wave energy is weak. Forward section of random medium models is more consistent 
with the measured profiles and is more conducive to the interpretation of the radar profile data. 
Key words: ground penetrating radar; element free method; random medium model 

探地雷达(Ground  penetrating  radar,  GPR)具有高 

效、快速、无损、抗干扰能力强的优点，广泛应用于 

工程与环境地球物理探测的各个领域，成为浅部勘探 

的重要技术 [1] 。GPR正演模拟对数据解释具有重要的 
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指导作用。通过对 GPR模型的正演模拟，可以加深对 
GPR 探测剖面的认识，提高解释精度 [2] 。目前，GPR 
正演模拟大都以传统的均匀介质为基础 [3] ，而在实际 

的探地雷达检测中，地下介质中存在大量分布不规则 

的微小异常，将会造成大量小的不相干的扰动，其实 

质是源于介质在小尺度上的非均匀性，在实际高分辨 
GPR 探测中常常作为“噪声”进行处理 [4] 。为了精细 

地研究地下介质的特征，必须对这种小尺度上的非均 

匀性产生的 GPR波场有所了解 [5] 。显然，沿用传统的 

模型理论很难准确描述这些不可忽略的微小异常，而 

以统计学理论为基础的随机介质模型能较好地描述这 

种小尺度上的非均匀性特征 [6] 。 

国内外很多学者对此进行了系统而深入的研究， 
IKELLE 等 [7] 阐述了基于指数型椭圆自相关函数的二 

维随机介质模型的建立方法，并讨论了随机介质对弹 

性波场的影响特征。VARADAN 等 [8] 研究了随机介质 

中弹性波的散射和衰减特征；KORN [9] 采用时域有限 

差分法对二维随机介质模型进行了正演计算，并分析 

了随机介质对弹性波传播的影响特征；KNEIB  和 
KERNER [10] 进行了高精度、快速的随机介质模型的弹 

性波正演计算，并给出了随机介质模型的统计学描述 

方法；奚先和姚姚 [11−13] 系统研究了随机介质模型的建 

立方法及其特点，并对各种随机介质模型进行了正演 

计算；郭乃川等 [14] 提出了一种拓展了小尺度非均匀性 

择优取向的随机介质建模新方法，并利用三维锥形函 

数表达式压制计算误差，使得建立的随机介质模型更 

具有可信度。朱生旺等 [15] 采用随机介质模型方法构建 

了孔洞性油气储层模型；陈可洋 [16] 提出了三维随机介 

质建模方法，并对随机介质中的弹性波波场特征进行 

了分析；王金山等 [17] 提出了一种局部随机位置或固定 

位置任意形状截取法并结合多尺度建模技术来共同构 

造随机介质模型的新方法。目前，地球物理勘探中有 

关随机介质模型构建及其正演模拟的研究主要集中在 

地震勘探中。 

无单元法(Element free method, EFM)是 GPR正演 

模拟的有效手段。无单元法的基本思想 [18] 是将计算区 

域离散成若干个点，由滑动最小二乘法(Moving  least 
squares， MLS)来拟合场函数， 从而摆脱了单元的束缚， 

具有更大的灵活性。 无单元法由于抛弃了单元的概念， 

只需节点信息，及采用滑动最小二乘法构造形函数， 

使得  EFM 具有前处理简单、精度高、独立变量解高 

次连续等优点。无单元法已应用于 GPR正演模拟中， 

并取得了良好的效果。 本文作者在上述理论的基础上， 

根据随机介质模型构建理论，构建多尺度的二维 GPR 
随机介质模型，然后采用无单元法进行正演计算，研 

究了随机介质中 GPR波场特征， 并与均匀介质的计算 

结果进行了对比。 

1  随机介质模型 

随机介质模型主要由非均匀性大、小两种尺度组 

成。大尺度描述介质的背景特性，而小尺度则描述加 

在背景模型上的随机扰动。随机介质模型通常用一个 

均值为零的二阶平稳随机过程来描述 [19] 。在探地雷达 
(GPR)探测过程中，GPR 波在地下介质中传播时主要 

受介电常数 ε 和介质的电阻率 σ 的影响。以二维随机 

介质为例，根据随机介质模型的构建理论，地下介质 

的参数可以表示为 

0 ( ,   ) ( ,   ) ( ,   ) x z x z x z ε ε ε = + δ  (1) 

0 ( ,   ) ( ,   ) ( ,   ) x z x z x z σ σ σ = + δ  (2) 

式中：ε0、σ0 代表背景介质参数，δε、δσ 代表上述背 

景介质上的非均匀扰动量，用来描述随机介质在小尺 

度上的非均匀性， 

0 0 ( ,   ) ( ,   ) / ( ,   ) / x z x z x z ϕ ε ε σ σ = δ = δ  (3) 

假设空间随机扰动 φ具有零均值、一定方差及自 

相关函数的空间平稳随机过程，则 

( , ) 0 x z ϕ =  (4) 
2 2 ( , ) x z α ϕ =  (5) 

构造二阶平稳过程 ε(x, z)， σ(x, z)的步骤如下 [19−20] ： 
1)  选择自相关函数。目前，高斯型、指数型及 

Von  KARMAN 型自相关函数被广泛地应用于描述随 

机介质。高斯型相关函数能描述单尺度平滑的随机介 

质，指数型和 Von  KARMAN型相关函数能很好地描 

述具有多尺度平滑的随机介质。本文作者使用如下的 

混合型自相关函数： 

2 2 

2 2 ( , ) exp[ ( ) ] p x z x z 
a b 

ϕ = − +  (6) 

式中：a、b分别是介质在 x、z方向上的自相关长度， 
p为粗糙度因子。当 p=0, 1时，φ(x, z)分别对应高斯型 

自相关函数和指数型自相关函数。 
2) 计算自相关函数的二维傅里叶变换  ( ,   ) x z k k φ 。 
3)  用随机数发生器生成  0,  2π [ ] φ 上服从均匀分布 

的独立的二维随机场  ( ,   ) x z k k θ 。 

4) 应用下式计算随机功率谱： 

( ,   ) ( ,   ) ( ,   ) exp[i ( ,   )] x z x z x z x z k k k k w k k k k ψ φ θ =  (7)
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式中：  ( ,   ) x z w k k  为窗口函数，其目的是为了减少自相 

关函数的低频能量。 
5)  计算  ( ,   ) x z k k ψ 的二维傅里叶逆变换，从而得 

到  ( ,   ) x z ν 。 
6) 计算  ( ,   ) x z ν 的均值和方差，即 

( ,   ) x z k k µ ν =  (8) 

2 2 [ ( ,   ) ] x z d k k ν µ = −  (9) 

7)  通过规范化产生均值为零、方差为  2 α ，得到 

介电常数的小尺度相对扰动： 

[ ] ( ,   ) ( , ) x z v x z u 
d 
α 

ε δ = −  (10) 

8) 将式(10)代入式(1)中，即可得到随机介质模型 

的相对介电常数。随机介质模型的电导率也可按上述 

方法构建。 

图 1 所示为按照上述方法，分别选择不同的相关 

长度 a、b所产生的 4个不同特征的随机介质(相对介 

电常数)，其中背景相对介电常数为 3，随机扰动量的 

标准差为  10%。从图  1 可以看到：自相关长度  a、b 
可以描述随机介质扰动的平均尺度，随机介质模型能 

灵活、有效地描述地下实际介质分布。 

2  GPR 无单元法正演模拟 

MAXWELL方程组描述了电磁场的运动学和动力 

学规律。由电磁波理论，高频电磁波(GPR)在介质中的 

传播规律也应服从MAXWELL方程组。以电场为例， 

根据文献[21]的推导，GPR波满足的波动方程为 

2 

E 

2 

2  t t 
σ 

µε ε 
∇ ∂ ∂ 

− + = 
∂ ∂ 

S 
E E E  (11) 

式中：ε 为介电常数(F/m)，μ 为磁导率(H/m)，σ 为电 

导率(S/m)，E为电场强度(V/m)，SE 为电场源，t为时 

间。 

首先定义如下形式的近似解函数： 

图 1  采用混合型椭圆自相关函数产生的不同相关长度的随机介质相对介电常数模型 

Fig.  1  Random  medium  models  of  relative  dielectric  permittivity  in  different  auto  correlation  length  media  produced  with 

intermixed ellipsoidal autocorrelation function: (a) a=1, b=1; (b) a=1, b=5; (c) a=5, b=5; (d) a=1, b=20
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T ( ) ( ) ( ) ( )  ( ) 
m 

h 
j j 

j 
u = ≡ ∑ p a p x x  a x  x x  (12) 

式中：  T ( ) [1, , ] x z = p  x  ，  T 2 2 ( ) [1, , , , , ] x z x xz z = p  x  为二 

维空间情况下的一次基和二次基函数；a(x)为 m 维系 

数矢量，m 是基函数的项数。在有限元法中，a(x)是 

通过拉格朗日插值确定的。这里采用滑动最小二乘的 

原理求取 a(x)。 

对式(12)加权求和得： 

T 2 ( )[ ( ) ( )  ] i i 

n 

i 
i 

J w u = − − ∑  x  x x  a x  p  (13) 

式中：n为权函数 w(x−xi)非零域内的节点个数，在点 
x 周围一个有限的邻域内，权函数  w(x−xi)＞0；在这 

个邻域之外的权函数定义为 0，该邻域叫做点 x 的影 

响域 [18] ，w(x−xi)的大小随着邻域点 xi 远离中心点 x而 

逐渐减小。本文中采用指数权函数： 

2  2 
inf 

2 
inf 

( / )  ( / ) 

inf ( / ) 

inf 

e e 
, 

( )  1 e 
0, 

i r c  r c 

i r c i 

i 

r r w 

r r 

− − 

− 

 − 
 ≤ 

=  − 
 >  

X  (14) 

式中：rinf 决定影响域的大小，在二维情况下，影响半 

径 ri 是点 x 与点 xi 之间的距离，c 是一个控制相对权 

重的常数。 

对式(13)求最小值可得： 

( ) ( ) ( ) − a x A x B x U 1 =  (15) 

式中： 

T ( ) ( ) ( ), ( ) 
n 

i i i i i 
i 
w w w = ≡ − ∑ A p x  x x  x x p  (16) 

[ ] 1 1 2 2 ( ) ( ) ( ), ( ) ( ), , ( ) ( ) n n w w w = B x x p x x p x x p x L  (17) 

T 
1 2 [ , , , ] n u u u = U  L  (18) 

将式(15)代入式(12)中可得： 

1 ( ) ( )( ( ) ( )) ( ) 
n 

i i i 
i i 

n m 
h 

j ji 
j 

x N u u u − = = ∑ ∑∑  x x x x p A B  (19) 

式中：Ni(x)为节点 i的形函数，它是坐标的函数。 

1 ( ) ( )[ ( ) ( )] 
m 

i j ji 
j 

N − = ∑ x p x A x B x  (20) 

与有限元法类似，将式(19)通过变分原理用于式 

(11)  , 即得到空间上的离散方程。假设给定了基本边 

界条件, 使用带罚因子的  GALERKIN 方法 [22] 可得到 

如下离散方程： 

ME + KE + KE = S && &  (21) 

式中：S 为等效的电场源向量， E & & 为电场对时间的二 

次导数项，E & 为电场对时间的一次导数项，M为质量 

矩阵， K ′ 为阻尼矩阵，K为刚度矩阵。 

T T 
T 1 

d d d x z a 
x x z z Ω Γ 

Γ 
µε 

∂ ∂ ∂ ∂ 
= + + 

∂ ∂ ∂ ∂ ∫ ∫ 
N N N N K N N 

(22) 

T  d d x z 
Ω 

σ 
ε 

′ = ∫ K N N  (23) 

T  d d x z 
Ω 

= ∫ M N N  (24) 

d E a 
Γ 

Γ = ∫ S NS  (25) 

式中：Ω 和 Γ 分别为所讨论电场的域及其边界，a 为 

罚因子。 以上各矩阵的求解都需要计算高斯数值积分。 

将式(22)在时间域中对加速度项 E & & 和速度项 E & 采用 

中心差分法加以展开， 

( ) ( ) 2 2 

1 2 
2  t t t t t t t 

+∆ ′ + = + − + 
∆ ∆ ∆ 

    
        
    

M M 
K E S K E 

( ) 2 
1
2  t t t  t 

−∆ ′ − 
∆ ∆ 

  
    
  

M 
K E  (26) 

采用不完全 LU分解预处理的BICGSTAB算法 [23] 

进行迭代求解式(26)。为了提高计算效率，采用集中 

质量矩阵和集中阻尼矩阵使得方程组的求解无需对矩 

阵求逆。 

3  数值模拟实例 

设计了不含异常体的随机介质、包含矩形异常体 

随机介质 2种 GPR地电模型， 应用基于随机介质模型 

的无单元算法对设定的模型进行了正演计算，分析了 

随机介质模型的 GPR波散射特征， 并与均匀介质模型 

的计算结果进行了对比分析。 

3.1模型 1 
图 2 所示为一个不含异常体的随机介质模型示意
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图，模型为一个 10  m×10  m的矩形区域，其背景相 

对介电常数为 ε为 3.5，背景电导率 σ为 0.001  S/m， 

空间网格步长为 0.1  m，网格总数为 100×100。GPR 
波脉冲激励源的中心频率为 100 MHz， 时间步长为 0.1 
ns，时窗长度为 50 ns。从图 2中可以看出，在随机介 

质模型中含有几个小尺度的异常。应用无单元法对该 

模型进行正演计算， 其模拟所得的 GPR正演模拟剖面 

如图 3所示。由图 3可见，随机介质中的 GPR波由于 

受到随机介质的影响散射现象非常强烈。 

为了更详细地说明 GPR波在随机介质中的传播特 

图 2  随机介质模型示意图 

Fig. 2  Sketch map of random medium model 

征，将 GPR波脉冲激励源放置在模型的中间位置(5.0, 
5.0)，通过截取不同时刻 GPR波场快照图，观测随机 

介质对 GPR波传播的影响。 应用无单元法对该随机介 

质模型进行正演模拟，得到如图 4 所示的波场快照， 

图  4(a)、(b)、(c)所示分别为随机介质模型中  GPR 波 
10、20、30 ns时刻的波场快照，图 4(d)、(e)、(f)所示 

为相应时刻均匀介质(相对介电常数为  3.5)的波场快 

照。图  4(a)、(b)、(c)与(d)、(e)、(f)相比，GPR 波波 

前由于受到小尺度异常散射的影响，波形发生扭曲。 

此外，随机介质中  GPR 波在传播过程中由于受到小 

图 3  模型 1 GPR正演剖面图 

Fig. 3  GPR forward compose section of Model 1 

图 4  随机介质模型与均匀介质模型的波场快照图 

Fig. 4  Wave field snapshots of random medium model ((a), (b), (c)) and homogeneous medium model ((d), (e), (f)): (a), (d) 10 ns; 

(b), (e) 20 ns; (c), (f) 30 ns
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尺度异常的影响散射现象非常强烈，并呈无序状。而 

均匀介质中 GPR 波波前都是标准的圆形，并且 GPR 
波传播无散射现象出现。因此，在 GPR数据处理过程 

中， 准确认识地下介质的小尺度异常产生的 GPR波散 

射特征是非常有必要的。 

3.2  模型  2 
图 5 所示为含有矩形异常体的随机介质模型示意 

图，模型为一个 10 m×6 m的矩形区域，其背景相对 

介电常数 ε 为 3.5，背景电导率 σ 为 0.001  S/m，随机 

图 5  模型 2示意图 

Fig. 5  Sketch map of random mediumModel 2 

介质模型在背景相对介电常数和背景电导率上进行扰 

动。坐标(5.0,  2.0)的位置有一个大小为 0.6 m×0.4 m 
的矩形异常体，其相对介电常数 ε1 分别为 6.0、8.0、 
10.0和 15.0；电导率 σ1 为 0.01 S/m。空间网格步长为 
0.1 m，网格总数为 100×60。GPR波脉冲激励源的中 

心频率为 100 MHz，时间步长为 0.01 ns，时窗长度为 
50  ns, 具体参数如图 5所示。应用无单元法分别对均 

匀介质模型(ε1 为 8.0)和随机介质模型(ε1 为 6.0、8.0、 
10.0 和 15.0)进行正演模拟，其模拟所得的 GPR 正演 

模拟剖面如图 6 和图 7 所示。由图 6可见：矩形异常 

图 6  均匀模型 2 GPR正演剖面图 

Fig. 6  GPR forward compose section of Model 2 

图 7  矩形异常体中相对介电常数不同时的 GPR正演模拟剖面图 

Fig.  7  GPR  forward  compose  section  of  rectangular  anomalies  with  different  relative  dielectric  permittivities:  (a)  6.0;  (b)  8.0; 

(c) 10.0; (d) 15.0
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体的上界面为一水平反射界面，矩状异常体的两个棱 

角位置出现绕射波，由于矩形的顶边很短，导致矩形 

异常体的上边在雷达剖面图中近似为双曲线形弧形， 

非常清晰，矩形异常体的下界面与上界面类似。图 
7(a)、(b)、(c)和(d)所示分别为随机介质模型中矩形异 

常体的相对介电常数为 6.0、8.0、10.0 和 15.0 时得到 

的剖面图。由图 7可知：雷达剖面图 GPR波散射非常 

严重，但是，矩形异常体产生的双曲线反射弧形还是 

可见；由于 GPR波散射现象的出现，使得双曲线弧形 

非常不光滑，甚至发生同相轴不连续的现象。对比图 
7(a)、(b)、(c)和(d)可知，随着矩形异常体与背景介电 

常数差异的增大，双曲线波形也越来越明显。但是， 

对比图 6 与图 7(b)可以看到，当矩形异常体的相对介 

电常数保持不变时，矩形异常体在随机介质中产生的 

双曲线波形比在均匀介质中产生的双曲线波形更微 

弱。随机介质模型模拟所得的正演剖面与实测剖面更 

相符，具有更高的模拟精度，更有利于指导雷达剖面 

的数据解译。 

4  结论 

1)  介绍了基于随机过程的谱分解理论和混合型 

自相关函数的随机介质模型构建方法，并详细阐述了 

随机介质模型的构造步骤，详细推导了无单元法求解 
GPR波动方程的具体解法。 

2) 两个随机介质的 GPR 模型算例结果表明：与 

均匀介质中 GPR 波的传播相比，随机介质中 GPR 波 

的传播由于受到小尺度异常的影响散射现象非常强 

烈，并且波形发生扭曲，随机介质中异常体产生的反 

射波形非常不光滑，甚至发生同相轴不连续的现象， 

并且反射波能量较弱。 认识 GPR波在随机介质中的传 

播规律，更有利于指导雷达实测剖面的数据解译。 
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