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韧性材料的微裂纹扩展和连通的晶体相场模拟 
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摘 要：采用晶体相场模型研究韧性单晶材料在双轴拉伸条件下微裂纹扩展和连通的演化过程，分析应变、初始 

裂口处原子密度等因素对裂纹扩展和分叉的影响。结果表明：初始裂口处原子密度对裂纹扩展有明显的影响；对 

于双轴拉伸作用，当应变较小时，裂纹扩展不分叉；当应变较大时，裂纹扩展才能出现分叉。在裂纹扩展过程中， 

体系能量不断降低；当裂纹出现分叉时，体系能量降低更快，这表明裂纹扩展过程中弹性应变能的释放比表面能 

的增加要快。裂纹在扩展过程中，在分叉处会出现与主裂纹断开的孤立的微小空洞。这些微小空洞将成为新的裂 

纹萌生之地，它们在应力的作用下不断长大，连成一线，形成新的裂纹分支。同一条直线上的两条初始裂纹在扩 

展过程中，当裂纹尖端靠近时，尖端相互吸引，裂纹相互连通。本研究所得结果与相关模拟结果和实验结果吻合。 
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Phase­field­crystal modeling for microcrack propagation and 
connecting of ductile materials 
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Abstract: The morphology evolution of microcrack propagation and connecting in ductile single crystal materials under 
the  biaxial  tensile deformation were  simulated  by  the phase­field­crystal model. The  effects  of  the  factors  such  as  the 
stain, the atomic density in initial crack notch on crack propagation were analyzed. The simulation results show that the 
atomic density in the crack notch has an effect on crack propagation. As the tensile strain exerting on the monocrystalline 
sample by biaxial tensile,  the crack propagation cannot branch at small strain,  the first­branching and second­branching 
occur during crack propagation when the strain is great enough. It is observed that system energy decreases over time and 
the energy decreases faster during crack branching. It indicates that the decrease in elastic strain energy is larger than the 
increase in surface energy during crack propagation. A string of  isolate cavities near main cracks can be seen and these 
cavities will become new cracks with time lasting during crack propagation. They will continue to grow up along a line 
and become a new branch crack under the stress. The tips of two initial cracks on the same line would attract each other 
during crack propagation, once they made the connection, the two cracks would form into one. The simulation results are 
in agreement with other simulation results and experimental ones. 
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材料在介观和宏观尺度上的性能很大程度上由复 

杂的拓扑几何缺陷所决定，例如空位、空洞、位错、 

晶界和微裂纹等。这些缺陷起源于在原子尺度发生的 

复杂非平衡动力学过程。就目前所采用的多尺度模拟 
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方法来说，对这些微观特征结构的实时演化过程的建 

模和模拟是一个重大挑战。相场方法是当今研究微观 

结构演化的强有力的数值计算方法 [1−2] 。 传统的相场方 

法 [3−8] 是建立在平衡态均匀场基础上的， 忽略了许多由 

原子的周期排列结构产生的物理特性，难以反映晶体 

学结构特性以及原子尺度的行为信息，因而，无法从 

根本上阐明微观组织演化过程中原子尺度上的动力学 

机理。

最近，ELDER等 [9−11] 基于密度泛函理论提出了晶 

体相场(Phase­field­crystal，PFC)模型。该模型给出了 

新的能量函数形式，引入的序参量为局域密度场，它 

将液态的密度场定义为常量，将固相的密度场表示成 

周期性函数(波)的形式，进而通过周期性的原子密度 

函数表现晶体的晶格结构。这样的周期结构的原子密 

度场就能很自然地与弹性效应、晶粒取向和位错的运 

动等由周期结构产生的物理特性紧密地关联起来 [12] 。 
PFC模型既可以描述晶体学结构特性以及原子尺度的 

行为，又可以揭示时间尺度为 10 −6 秒量级的原子、缺 

陷运动的行为特征。由此可以预见，PFC方法在今后 

的微结构演化的研究中将展现其强大的优势，为研究 

原子尺度组织结构的 10 −6 秒量级的行为特征，例如研 

究晶体内部的空位、位错的运动、晶界的迁移和微裂 

纹扩展过程及其对材料宏观性能的影响，提供先进和 

强有力的计算方法。 

目前，PFC方法已经有了一些具体的应用，例如 

模拟位错滑移、攀移和湮没 [12−13] 、结构转变 [14] 、异质 

外延生长 [15] 等。PFC  方法最新的研究前沿和发展方 

向 [16−20] 之一主要集中在：将加工变形的外界作用因素 

引入 PFC 模型中，建立形变和位错动力学的 PFC 模 

型，用于断裂、蠕变等行为和性能的机理研究。尽管 
ELDER 等 [9] 应用  PFC 方法在单轴拉伸条件下对裂纹 

扩展进行了初步模拟，但没有考虑热力学参数对裂纹 

的影响，特别是裂纹分叉和连通的微观细节没有反映 

出来，本文作者在文献[9]的基础上，采用双轴拉伸模 

型，结合 PFC方法模拟纳米级微裂纹的扩展、分叉和 

连通的演化过程。 

1  PFC 模型 

1.1  体系的能量函数 

与传统的相场模型不同，PFC模型采用具有周期 

性的局域原子密度场变量作为相场变量 [9] 。 因此， PFC 
模型能够揭示晶体学结构特性以及原子尺度的行为。 

对于固态金属材料，其原子的位置不依赖于时间，呈 

规则排列。因此，要求相场变量必须能够反映原子周 

期性排列的特征。引入周期性相场变量，其局域位置 

的最大值对应于原子的位置；另一方面，均匀无序相 
(例如，液相、无序固溶体相)中的原子位置随时间随 

机变化，取时间平均可看成常量。符合这两方面要求 

的相场变量定义， 可用原子密度场变量作为相场变量， 

其表达式可写成 [9] 

, 0 
, 

( , )  i 
n m 

n m 
r t a e ρ ρ ⋅ = + ∑  G r  (1) 

式中：G为倒格矢，r为空间位置矢量，α n,m 为 Fourier 
系数。式(1)中等号右边第一项反映晶格原子的周期排 

列结构特征；第二项 ρ0 为反映均匀无序相的原子密度 

分布平均值，是一个常量。此时体系无量纲的能量函 

数 F可以写成 [9] 

2 2 + (1+ ) + d 
2 4 

F = r ρ ρ γ ρ 
4       ∇         

∫  (2) 

式中：γ为反映体系温度的参数，  2 ∇ 为 Laplace算子。 

该能量函数自洽地包含了晶体结构的物理特征，例如 

多晶取向、弹性效应、塑性变形等。 

1.2  二维体系的能量极小化 

对于二维晶格点阵，倒格矢为 G=nb1+mb2，其中 
b1 和 b2 为倒格子基矢。对于三角格子，倒格子基矢可 

以写成 

1 2 
4π  3 1 4π ˆ  ˆ  ˆ ( ) 

2 2 3 3 
x y y 

a a 
= + = b b ，  (3) 

式中：a为晶格常数。 

对二维体系的极小能量函数的二维解作单模近 

似，可得到平衡时三角格子固相的原子密度场变量 ρ， 

其单模形式可写成 [9] 

0 0 
1 2 

( , ) [cos( ) cos( ) cos( )] 
2 3 3 

qy qy x y A qx ρ ρ = − +  (4) 

式中：A0 是一个特定常数，反映固相原子密度周期结 

构的振幅，由能量函数取极小值得到；q=2π/a。将式(4) 

代入式(2)，对 A0 和 q 分别求导数，求出能量密度函数 
F0，可写成 
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求得 A0 的表达式为
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2 
0 0 0 

4 1 
( 15 36 ) 

5 3 
A ρ γ ρ = + − −  (6) 

式中：ρ0 和 γ 为体系能量函数的两个重要参数。由体 

系的能量密度函数可以计算并画出体系不同相区的相 

图。对于二维体系，相区有均匀无序相和固相，且固 

相有三角格子相和条状相两种。文献[9]已给出均匀相 

和条状相的能量密度函数表达式。按照平衡相图的计 

算方法得到的二维相图如图 1所示。 

图 1  PFC模型的二维相图 [9] 

Fig. 1  Two­dimensional phase diagrams of PFC model [9]  (L, 

T  and  S  represent  liquid  phase,  triangular  phase  and  stripe 

phase,  respectively):  (a)  Two­dimensional  phase  diagram;  (b) 

Magnification image of dashed box in Fig. 1(a) 

1.3  演化动力学方程与数值化处理 

保守的原子密度场变量的演化可用与时间相关的 
Cahn­Hilliard动力学方程描述 [9, 13] 

2 2 3 2 2 [ (1 ) ] F 
t 
ρ δ 

ζ γρ ρ ρ ζ 
δρ 

∂ 
= ∇ + = ∇ + + +∇ + 

∂ 
(7) 

式中：ζ 为  Causs 随机噪声项，具有零平均值。在本 

研究中不需考虑 ζ的作用。 

为求解动力学方程式(7)，还必须将动力学方程在 

时间和空间进行离散化处理,  即采用数值求解的办 

法。在本研究的数值求解中, 采用显式  Euler  迭代公 

式 [21−22] 

d 
( ) ( ) 

d 
t t t t 

t 
ρ 

ρ ρ + ∆ = + ∆  (8) 

式中：Δt为时间步长。此外，为使数值解具有稳定性， 

需将 Laplace算子作用考虑到次近邻格点 [23] 
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式中：Δx 为空间步长，j 和 n 分别代表 i 的最近邻格 

点与次近邻格点。 

2  双轴拉伸应变模型 

2.1  施加拉应变的方法 

在受到拉伸作用后，样品中所有格点的坐标位置 

都会发生相应的变化。因此，通过格点的坐标位置变 

换来反映应变作用所引起的样品变形。设变形前的样 

品中格点位置的坐标用(x, y)表示，施加应变作用引起 

变形后，格点位置的坐标用(x′, y′)表示。样品在 x方向 

和 y方向分别受到应变 εx 和 εy 的拉伸作用，变形前后 

坐标变换关系为  /(1 ) x x x ε ′ = + 和  /(1 ) y y y ε ′ = + 。由于 

应变作用引起样品变形，其内部原子密度函数变为 
( , ) ( /(1 ), /(1 )) x y x y x y ρ ρ ε ε ′ ′ = + + ，因此，在考虑应变 

作用引起变形的情况下，原子密度函数表达式(4)将变 

换为  ( , ) x y ρ ′ ′ ，体系的能量也随之发生相应的变化， 

但控制演化的动力学方程的形式保持不变。 

本研究模拟不涉及具体材料的物性参数，所用参 

数均已无量纲化处理 [9] ，并将连续空间离散为四方格 

子网格 ,  采用周期性边界条件。计算区域网格为 

1  024×512  gp(gp  表示格子点数)，空间步长设为 
π / 3 x y ′ ′ ∆ = ∆ = ，时间步长 Δt=0.05，时间步用 ts 表 

示。 

2.2  应变引起的原子间距变化 

设模拟样品尺寸为 1 024×512 gp，图 2所示为从 

样品中截取500×500 gp的正方形区域的原子密度图。 

其中，图  2(a)为没有加应变情况的截图，图  2(b)为施 

加应变(εx=εy=10%)情况的截图。按照上节介绍的施加 

应变的方法，作用于完整的单晶样品。为了显示应变 

作用后原子间距离发生变化的细节，选取原子排列方 

向与 x轴平行，以便观察原子密度分布的变化情况。
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图 2 中 AB 和 CD 分别为变形前和变形后原子排 

列方向上原子位置的连线，其原子密度分布如图  3(a) 

和(c)所示。图 3(b)和(d)分别为图 3(a)和(c)中方框区域 

的放大图。由于拉伸应变作用，图  3(c)的原子间距变 

宽，原子间距约增加为 10%。对比图 3(a)和(c)可见， 

样品变形前的原子密度峰值有微小的周期波动(见图 

3(a))，周期约为 100gp的距离。经 10%的应变作用后， 

这种波动频率增加， 周期变短， 周期约为 16gp的距离。 

图 2  原子排列方向与 x轴平行的原子密度图 

Fig. 2  Atomic density images with atomic arrangement direction paralleling to x axis: (a) εx=εy=0%; (b) εx=εy=10% 

图 3  原子密度随位置的变化曲线 

Fig. 3  Curves of atomic density changes in relation to position:  (a) Atomic density of line AB in Fig. 2(a); (b) Magnification image 

of dashed box in Fig. 3(a); (c) Atomic density of line CD in Fig. 2(b); (d) Magnification image of dashed box in Fig. 3(c)
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原子密度采用单模近似，能够近似地反映波动性。原 

子密度波动性与弹性应力波可发生耦合作用 [24] 。对于 

沿  y 方向的原子排列原子密度分布也有类似的波动 

情况。 

3  模拟结果与分析 

3.1  初始裂口的设置 

根据图 1 给出的相图，选取体系自由能密度函数 

的温度参数  γ=−1.0，原子密度参数  ρ0=0.49(图  1(b)中 

的 A点)，位于均匀无序相与三角格子固相共存区。本 

研究对单晶样品进行模拟实验，其原子的排列方向与 

x 轴夹角  θ 为  15°。在样品的中心位置，挖出一个 

20×10 gp的长方形缺口作为初始裂口的位置， 其局部 

放大图见图 4。缺口处的参数设为 γ=−1.0，ρ0=0.79(图 

1(b)中的 B点)，其正好处在均匀无序相与三角格子固 

相共存区附近的均匀相区。选取该点参数有利于三角 

晶相结构向裂纹结构转变。 

图 4  初始裂口的局部放大图 

Fig.  4  Magnification  image  of  initial  crack  (εx  and  εy  are 

stains  along  x  and  y  axis,  respectively):  (a)  Initial  crack  of 

square notch (Size of  square notch  is 20×10 grid points); (b) 

Atomic density distribution around notch in Fig. 4(a) 

3.2  裂纹的扩展分叉与连通 

在制备的两个单晶样品中， 温度参数值取 γ=−1.0， 

原子密度参数 ρ0=0.49，沿 x方向和 y方向施加的应变 

分别为 εx=7%和 εy=10%。样品内各设置 2个尺寸都为 

20×10 gp的长方形缺口，它们在同一条直线上排列， 

但相隔一段距离，观察裂纹的扩展连通过程，如图  5 

所示。对于图 5 中 a 系列的裂纹，样品中两个初始缺 

口的原子密度都取 ρ0=0.79 (图 1(b)中的 B点)， 尽管如 

此，初始裂口周围原子的环境仍会有微小差别。对于 

图 5中 b 系列的裂纹，缺口的初始形状与 a系列的缺 

口初始形状完全相同，唯一不同之处是 b 系列左边缺 

口处的 ρ0 取 0.79，而右边缺口处的 ρ0 取 1.0  (图 1(b) 

中的 C点)。 

对比图 5中的 a系列和 b系列的裂纹扩展演化图， 

可见 a系列和 b 系列各自左边的缺口生成的裂纹演化 

图完全相同，表明各自右边的裂纹扩展没有对其产生 

明显的影响，但是各自右边缺口生成的裂纹，由于 ρ0 
值的不同，两者产生明显的差异。显而易见，b 系列 

的右边缺口 ρ0=1.0的裂纹扩展较快，分叉也较多。由 

图 6 的体系能量随时间减少的速率可以看出，图 5中 

b系列右边缺口的裂纹发展更快，产生的分叉也更多。 

这表明缺口处的原子密度 ρ0 较大，有利于裂纹扩展分 

叉。由图 5还可以看到，在裂纹周围出现灰白波纹分 

布，这是因为在裂纹扩展过程中裂纹周围的原子位移 

发生细微波动 [24] ，这反映了裂纹周围畸变的场分布。 

对比图 5中 a系列和 b系列的两条主裂纹的交接， 

可以看出两者非常相似。由图 5中的 a和 b系列还可 

见，子裂纹出现曲折的生长，边沿呈锯齿状，图  7(a) 

给出了此处的局部放大图。由图  7(a)可见，裂纹周围 

原子面成锯齿状，而不是平直的界面。子裂纹在扩展 

过程中，大多出现锯齿状结构，可以看成裂纹扩展过 

程的振荡现象，文献[25]也观察到类似现象。另外， 

图 5(a5)的方框区域 H中出现裂纹分叉， 图 7(b)给出了 

该区域的局部放大图。由该图可见，分叉处前方出现 

一串不连续的微小空洞。随着演化时间的增加，这些 

微小空洞将连成一线，成为新的分叉裂纹。在实际的 

裂纹扩展过程中，也常出现裂纹尖端发射位错或点缺 

陷的现象 [26−27] ，这些缺陷发展成为微小空洞，再逐渐 

连接成条状和线状的裂纹。 

3.3  应变大小的影响 

设置初始长方形裂口位于样品的中心，在裂口处 

取 ρ0=1.0(图 1(b)中的 C 点)，温度参数值取 γ=−1.0。 

对样品的 x 方向和 y 方向同时施加应变。沿 y 方向的 

应变保持  εy=10%，沿  x 方向的应变  εx 分别为  3%、
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图 5  同一条直线上的两个初始裂纹扩展过程 

Fig. 5  Propagation process of two initial cracks on one line with εx=7% and εy=10%: (a1) − (a5) ρ0=0.79 (both) in square notch of 

two initial cracks; (b1)−(b5) ρ0=0.79 (left) and 1.0 (right)  in square notch of two initial cracks, respectively; (a1), (b1) 1.0×10 5  ts; 

(a2), (b2) 2.0×10 5 ts; (a3), (b3) 2.4×10 5 ts; (a4), (b4) 4.0×10 5 ts; (a5), (b5) 6.0×10 5 ts 

图  6  体系具有直线平行排列的两个初始裂口的能量随时 

间变化曲线 

Fig. 6  Changes  in  energy of  system with two parallel  initial 

cracks versus time 

6%和 9%，经过 5.0×10 5  ts 演化的裂纹扩展分布如图 

8 所示。图 9 所示为这 3 种不同应变下的能量变化曲 

线，由图 9可见，裂纹在扩展过程中，能量在不断下 

降。当应变  εx 较小时(见图  8(a))，裂纹不分叉，且关 

于中心对称，裂纹扩展的形状像一把“剑”，且存在锯 

齿边缘；对应的能量变化曲线近似成直线(见图 9)。当 

应变 εx=6%(见图 8(b))， 裂纹扩展过程中出现了较明显 

的分叉，裂纹形状转变成“虾”状；对应的能量下降速 

率加快。当应变 εx=9%(见图 8(c))，裂纹在扩展过程中 

出现一次分叉和二次分叉，裂纹形貌类似于“蟹”状， 

对应的能量下降曲线出现了明显向下弯曲(见图 9)， 表 

明体系能量加速减小，分叉越多，能量下降越快。
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图 7  图 5(a5)中方框区域 G和 H的放大图 

Fig. 7  Magnification  images of rectangular region G  (a)  and 

H (b) in Fig. 5(a5) 

图 8  5.0×10 5 ts时不同 εx 对应的裂纹扩展情况(εy=10%) 

Fig. 8  Morphologies of  crack propagation  for 5.0×10 5  ts  at 

εy=10% and different εx: (a) εx=3%; (b) εx=6%; (c) εx=9% 

图 9  不同 εx 情况下的能量随时间的变化曲线(εy=10%) 

Fig.  9  Free  energy change  curves  with  time  at  εy=10%  and 

different εx 

4  结论 

1) 采用双轴拉伸应变模型结合  PFC 方法，能够 

在原子空间尺度和扩散时间尺度较好地研究韧性材料 

的裂纹扩展和分叉的详细过程和细节，包括观察到裂 

纹直线扩展、分叉、二次分叉和连通。 
2) 缺口处的均匀相原子密度较大， 有利于微裂纹 

扩展分叉。 在裂纹扩展过程中， 体系能量在不断下降， 

表明应变能的释放比表面能的增加要快；当裂纹出现 

分叉时，体系能量减小得更快。微裂纹的子分枝出现 

锯齿折线结构，可看成裂纹扩展过程的振荡现象。在 

微裂纹扩展过程中，在分叉处前方出现若干微小的空 

洞，类似在裂纹尖端前方出现位错发射。 
3) 对于直线排列的两条微裂纹，在扩展过程中， 

两裂尖靠近时，尖端相互吸引，引起裂纹相互连通。裂 

纹扩展的形状变化特征： 应变较小时， 裂纹形状像一把 
“剑”；随着应变增加，裂纹形状转变成“虾”状；最后， 

裂纹出现多个分支结构，裂纹形状变成了“蟹”状。 
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